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Tiivistelmä 
Tässä tutkielmassa perehdytään opettajaopiskelijoiden näkemyksiin kvanttimekaniikan 
ilmiöistä, ja tutkitaan millaisia virhekäsityksiä heillä on. Tätä varten opettajaopiskelijat 
vastasivat hieman muokattuun Quantum Mechanics Conceptual Survey -testiin, jonka 
jälkeen opiskelijoiden antamille vastauksille suoritettiin aineistolähtöinen 
sisällönanalyysi. 
Tutkielmassa havaittiin opiskelijoilla olevan ymmärtämisen vaikeuksia mm. 
tunneloitumisessa, aalto-hiukkasdualismissa sekä epätarkkuusperiaatteessa. Lisäksi 
ongelmana oli klassisen fysiikan ajatuksien ja ratkaisumallien virheellinen soveltaminen 
kvanttimekaniikkaan sellaisissa tilanteissa, jossa ne eivät enää päde. Opiskelijat 
hallitsivat pääosin hyvin kvantittumisen käsitteen, todennäköisyystiheyden ja 
elektronille sallitut energiatilat. 
Opiskelijoilta löytyneet virhekäsitykset olivat sellaisia, joita on kansainvälisissä 
tutkimuksissa usein löytynyt vastaavalla tasolla olevilta opiskelijoilta. Tämän 
tutkielman tulosten avulla on mahdollista kiinnittää huomiota paikallisen yliopiston 
kvanttimekaniikan kurssien sisältöihin, ja painottaa opiskelijoille haastavia osa-alueita 
enemmän.  
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Esipuhe 
Aluksi tarkoituksenani oli kirjoittaa tämä tutkielma aivan toisesta aiheesta. Pohdin aihetta 
kesän yli ja tutustuin aiempiin tutkielmiin saadakseni kuvaa siitä, millainen tutkielmani 
rakenne tulisi olemaan. Kuitenkin syksyllä tuntui, ettei minulla ollut aihetta lainkaan. 
Ensimmäinen suunnittelutapaaminen todisti tämän, sillä kyseisessä palaverissa 
pyöriteltiin pitkä tovi erilaisia mahdollisia aiheita ilman, että sopivaa aihetta löytyi. 
Tämän palaverin pohjalta aihe lopulta löytyi, joskin hieman odottamattomasta suunnasta. 
Kvanttifysiikka ei missään nimessä ollut aihevaihtoehdoista ensimmäinen, mutta vaikutti 
siltä, että aiheessa olisi potentiaalia. Täytyi vain itse panostaa hieman enemmän 
opiskeluun, koska aihe ei ennestään ollut hyvin hallussa. 
Haluan kiittää Pekka Hirvosta ohjauksesta aiheen valinnassa. Aihe löytyi vaikka helppoa 
se ei ollutkaan. Tämän lisäksi haluan erityisesti kiittää sekä Risto Leinosta että Mervi 
Asikaista tämän työn ohjauksesta ja lukuisista palavereista työn kirjoittamisen aikana. 
Lopuksi tahdon kiittää kaikkia muita, jotka tukivat ja kannustivat minua tässä urakassa. 
Varsinkin kiitoksen tästä ansaitsee Saara Soudunsaari jokapäiväisestä tuestaan. Kiitos! 
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Luku I 
1 Johdanto 
Kvanttifysiikkaa esiintyy nykypäivän yhteiskunnassa kaikkialla. Teknologian koko 
pienenee jatkuvasti, ja klassisen fysiikan lait eivät enää pystykään kuvaamaan sitä, minkä 
takia jokin laite toimii. Tämä ei kuitenkaan ole ilmiselvää sellaiselle, joka ei asiasta jo 
tiedä. Tulevaisuudessa kvanttifysiikkaa tarvittaneen yhä enemmän ja enemmän. 
Tästä huolimatta kvanttifysiikan opetus lukiossa ja yliopistossa on kovin vähäistä 
verrattuna klassisen fysiikan opetukseen: lukiossa ei käydä edes yhtä kokonaista kurssia 
ja yliopistossa kursseja on vain kourallinen. Näistäkin opettajaopiskelijoille vain yksi on 
pakollinen. 
Kvanttifysiikkaa opiskellaan siis vähän ja se eroaa hyvin paljon klassisesta fysiikasta, jota 
suurin osa koulutuksessa käytävästä fysiikasta on. Lisäksi kvanttifysiikka on aiheena 
abstrakti, eivätkä ilmiöt käyttäydy kuten voisi intuitiivisesti olettaa. Monet 
kvanttifysiikan perusperiaatteet, kuten epätarkkuusperiaate ja aalto-hiukkasdualismi, 
ovat myös niin räikeästi ristiriidassa monen opiskelijan ajattelumallien kanssa, ettei 
kvanttifysiikkaan ole helppo tarttua kiinni. 
Ei siis ole mitenkään yllättävää, että opettajaopiskelijoilla on useita erilaisia 
virhekäsityksiä kvanttimekaniikkaan liittyen. Vaikka fysiikan opiskelua olisi taustalla jo 
useita vuosia, klassisen fysiikan opiskelu ei auta näihin virhekäsityksiin. Opiskelijoilla 
on samankaltaisia perustavanlaatuisia virheellisiä ajatusmalleja ensimmäisellä 
kvanttifysiikan kurssilla kuin mitä heillä on aivan ensimmäisellä klassisen fysiikan 
kurssilla [1]: molemmissa tapauksissa on tehtävä ajatuksellinen hyppy ajattelun tasolta 
toiselle, eikä se ole yksinkertaista. 
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Tässä tutkielmassa on tarkoituksena tutkia, millaisia käsityksiä opettajaopiskelijoilla on 
kvanttimekaniikasta. Tutkielmassa mahdollisesti löydettyjen virhekäsityksien pohjalta 
pohditaan sitä, miten näitä virhekäsityksiä voitaisiin ehkäistä ja miten niitä voitaisiin 
korjata. Tämä tehdään antamalla suosituksia yliopiston kvanttifysiikan kursseja varten. 
Opiskelijoiden virhekäsityksiin perehdytään hieman muokatun Quantum Mechanics 
Conceptual Survey (QMCS) -testin [2] avulla. Kyseessä on 12-kysymyksinen 
monivalintatesti, joka pyrkii testaamaan yleisiä opiskelijoilla esiintyviä 
kvanttimekaniikan virhekäsityksiä. Aiempiin tutkimuksiin nojaten pyritään löytämään 
näitä toistuvia virhekäsityksiä, joita opiskelijoilla mahdollisesti on. 
Aluksi tässä tutkielmassa tutustutaan kvanttifysiikan historian merkittäviin keksintöihin 
ja havaintoihin, jotka johtivat kvanttifysiikan syntymiseen 1800- ja 1900-lukujen 
vaihteessa. Tämän jälkeen käydään läpi QMCS-testissä tarvittavat keskeiset 
kvanttifysiikan lainalaisuudet ja niiden matemaattinen mallintaminen. 
Seuraavaksi perehdytään opiskelijoiden kvanttimekaniikan käsityksistä aiemmin 
tehtyihin tutkimuksiin, ja tarkastellaan niissä esiteltyjä tuloksia. Varsinkin pyritään 
etsimään opiskelijoiden erilaisia virhekäsityksiä kvanttimekaniikan eri ilmiöistä. 
Tämän jälkeen tutustutaan tämän tutkielman menetelmiin. Ensin esitellään aineiston 
kerääminen, kohderyhmä sekä käytetty testi. Sitten esitellään miten aineistoa analysoitiin. 
Lopuksi käydään läpi vielä analyysin pohjalta vedetyt johtopäätökset ja verrataan 
löydettyjä virhekäsityksiä aiempiin tutkimuksiin. Tutkielma päättyy pohdintaan, jossa 
kommentoidaan tutkielmaa, sen tuloksia sekä esitetään jatkotutkimusideoita. 
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Luku II 
2 Kvanttifysiikan historiaa 
Tässä luvussa tutustutaan kvanttifysiikan syntymiseen vaikuttaneisiin merkittäviin 
löytöihin ja keksintöihin 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa. Kvanttifysiikan myöhempiin 
vaiheisiin ei tutustuta. Alla on esitetty aikajana (kuva 2.1), jossa näkyvät kaikki tässä 
luvussa käsitellyt aiheet kronologisessa järjestyksessä.  
Kuva 2.1. Kvanttifysiikan historian merkittävät tapahtumat 
2.1 Uudet ilmiöt ja klassisen fysiikan puutteet 
Klassinen fysiikka pystyi pitkään selittämään kaikki havaittavissa olevat ilmiöt. Ei ollut 
olemassa sellaisia asioita, joihin ei löytyisi selitystä klassisen fysiikan keinoin; ainoa 
vaatimus oli se, että aiheen tutkimiseen olisi käytettävä tarpeeksi resursseja. 1800-luvun 
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lopussa uskottiin, että kaikki löytämisen arvoinen oli jo löydetty eikä tulevaisuuden 
fysiikalla olisi muuta tekemistä kuin teorioiden ja lakien hiominen tarkemmiksi [3]. Moni 
fyysikko uskoi fysiikan olevan jo täydellinen ja valmis, vaikka joitakin anomalioita 
teorioissa esiintyi.  
Kuitenkin 1800-luvun loppupuolella näiden fyysikoiden näkemystä särkemään löydettiin 
ilmiöitä, jotka eivät tuntuneet noudattavan klassisen fysiikan lakeja. Jo kymmeniä vuosia 
aikaisemmin löydetyt katodisäteet olivat odottamattoman läpäiseviä eivätkä niitä 
käsittelevät teoriat päässeet sopusointuun [3]: monet tiedemiehet kannattivat teoriaa, 
jonka mukaan katodisäteet olivat jonkinlaisia hiukkasia. Toiset tiedemiehet puolestaan 
uskoivat katodisäteiden olevan jonkinlainen aalto tai virta eetterissä. Koetulokset ja 
havainnot tukivat molempia teorioita. Tutkiessaan juurikin katodisäteiden läpäisykykyä 
vuonna 1895 Wilhelm Röntgen törmäsi täysin uudenlaiseen säteilyyn [3]. Hän ryhtyi 
tutkimaan löytöään salassa, kunnes oli vakuuttunut, että kyseessä tosiaan oli uusi ilmiö, 
röntgensäteet. 
Röntgensäteet olivat merkittävä uusi löytö. Ne eivät kuitenkaan tuntuneet sopivan 
klassisen fysiikan muottiin. Röntgensäteillä oli samanlaisia ominaisuuksia kuin valolla, 
kuten suoraviivainen eteneminen. Röntgensäteet eivät kuitenkaan heijastuneet tai 
taittuneet aineiden rajapinnalla kuten valo. Kokeellisesti saatiin kuitenkin selville, että 
röntgensäteet olivat kuin olivatkin sähkömagneettisia aaltoja, joilla on hyvin lyhyt 
aallonpituus [3]. Kuitenkin osa kokeellisesta aineistosta tuki väitettä, jonka mukaan 
röntgensäteet olivat hiukkassäteilyä. Nämä ristiriitaiset havainnot enteilivät klassisen 
fysiikan valtakauden päättymistä ja aalto-hiukkasdualismia. 
Merkittävät löydöt eivät loppuneet röntgensäteisiin. Jo vuoden 1896 alkupuolella Henri 
Becquerel ryhtyi tutkimaan fluoresenssin ja röntgensäteilyn välistä yhteyttä. Hän oletti, 
että näkyvän valon lisäksi fluoresoivat esineet emittoivat myös röntgensäteitä. Näin näytti 
olevankin, mutta osittain sattumaltakin Becquerel totesi, että hänen kokeissaan käyttämät 
uraanisuolat emittoivat jotain uudenlaista säteilyä. Nämä säteet eivät liittyneet 
fluoresenssiin eivätkä ne olleet röntgensäteilyä. [3] 
Radioaktiivisuus oli nyt siis löydetty, vaikka aluksi siihen ei kiinnitetty juuri huomiota. 
Röntgensäteet olivat edelleen kiinnostavampi uusi löytö. Pian kuitenkin löydettiin lisää 
radioaktiivisia aineita, ja tiedeyhteisö heräsi tutkimaan radioaktiivisuutta tarkemmin. 
Haluttiin tietää, mitkä kaikki alkuaineet olivat radioaktiivisia, ja haluttiin selvittää 
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millaista radioaktiivinen säteily on. Säteilylle löydettiinkin kolme läpäisyltään erilaista 
tyyppiä, eli alfa-, beeta- ja gammasäteily. Radioaktiivisuuskin aiheutti ongelmia 
klassiselle fysiikalle: radioaktiivisen säteilyn synnylle ei pystytty kehittämään 
tyydyttävää klassiseen fysiikkaan nojaavaa teoriaa. [3] 
Vuonna 1897 J. J. Thomson suoritti kokeita todistaakseen katodisäteiden olevan 
hiukkasia. Hän tahtoi selvittää niiden nopeuden sekä määrittää hiukkasen varauksen e 
suhteen sen massaan m. Tuloksiensa perusteella hän esitti kyseisen hiukkasen, jota hän 
nimitti korpuskeliksi [3], olevan aineen perustavanlaatuinen rakenneosa. Kyseessä oli 
elektroni, vaikka kestikin vuosia ennen kuin jo olemassa olevat elektroniteoriat osattiin 
yhdistää Thomsonin korpuskeliin [3]. 
Elektronin löytyminen antoi uutta kipinää atomin rakenteen selvittämiselle. Thomson itse 
ehdotti, että atomi on kokoelma negatiivisesti varattuja elektroneja (Thomson itse käytti 
nimitystä korpuskeli), joita pitää kasassa jokin positiivisesti varautunut neste. 
Myöhemmin hän esitti, että atomit koostuisivat elektroneista sekä jostain tekijästä, jolla 
on positiivinen varaus. Elektronien yhteenlaskettu negatiivinen varaus kumottaisiin tällä 
yhtä suurella mutta merkiltään vastakkaisella varauksella, jolloin atomista saataisiin 
sähköisesti neutraali systeemi. Tähän, myöhemmin nimettyyn, Thomsonin atomimalliin 
[3] sisältyi myös oletus, että elektronit olisivat asettuneet samakeskisille renkaille, jotka 
ympäröivät positiivista varausta. Laskiessaan atomimallinsa stabiiliutta Thomson 
havaitsi renkailla olevien elektronien lukumäärän kasvavan renkaan säteen kasvaessa [3]. 
Thomsonin malli ei kuitenkaan kyennyt selittämään kokeellisia tuloksia tyydyttävästi. 
Alfahiukkasista erityisen kiinnostunut Ernst Rutherford ryhtyi tutkimaan atomin 
rakennetta 1910. Kun Thomsonin atomimalli epäonnistui alfasironnan selittämisessä, 
Rutherford teorioi, että odotetun sironnan saavuttamiseksi atomilla täytyy olla jokin osa, 
johon sen massa ja varaus ovat pääasiassa keskittyneet [3][4]. Hän esitti, että atomi olisi 
keskipisteeseensä kasautunut positiivinen varaus, jota ympäröi tasaisesti R-säteiselle 
pallolle jakautunut negatiivinen varaus. Tämä atomimalli sai vahvistusta myös muiden 
tutkijoiden suorittamista kokeista, joiden tulokset olivat sopusoinnussa Rutherfordin 
atomimallin kanssa. 
Rutherfordin atomimallista puuttui kuitenkin kokonaan elektronijärjestelmä, joka esiintyi 
Thomsonin mallissa. Vuonna 1913 aiheesta kiinnostunut Niels Bohr tutki, miten 
Rutherfordin atomimalliin saataisiin liitettyä elektronijärjestelmä siten, että syntyvä 
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kokonaisuus olisi edelleen stabiili. Törmättyään Balmerin vedyn spektriviivojen kaavaan 
Bohr kehitti teoriansa, jolla hän pystyi selittämään spektrin diskreetin rakenteen [3]. Bohr 
esitti, että vetyatomissa on pysyviä tiloja, jotka ovat ainoita tiloja, joissa elektroni voi olla. 
Tämän lisäksi säteilyä emittoituu tai absorboituu vain, kun elektroni siirtyy tällaiselta 
pysyvältä tilalta toiselle [3][4]. Jälleen kyseessä oli ristiriita klassisen fysiikan kanssa, 
mutta tästä huolimatta Bohrin teoria ennusti ilmiön käyttäytymisen hyvin. 
2.2 Mustan kappaleen säteilijä ja kvanttihypoteesi 
Mustan kappaleen säteilijän ongelma oli kuitenkin viimeinen sysäys, joka vaadittiin 
kvanttifysiikan syntymiseen. Mustan kappaleen säteilijän säteilytehoa pyrittiin 
selittämään useiden lakien avulla. Näistä laeista osa oli johdettu teoreettisesti, kun taas 
osa pohjautui kokeellisiin tuloksiin. Kuuluisin näistä laeista lienee Rayleigh’n-Jeansin 
laki, joka kuvaa mustan kappaleen säteilijän säteilytehoa aallonpituuden ja säteilijän 
lämpötilan avulla. Laki toimi erinomaisesti suurilla aallonpituuksilla, mutta 
aallonpituuden pienentyessä Rayleigh’n-Jeansin lain antamat tulokset eroavat 
merkittävästi empiirisistä mittaustuloksista: pienillä aallonpituuksilla laki ennustaa 
säteilyn tehon lähestyvän ääretöntä [4]. Tästä lain merkittävästä puutteesta käytettiin 
myöhemmin nimitystä ultraviolettikatastrofi, koska kyseessä oli malliesimerkki klassisen 
fysiikan rajoituksista kvantti-ilmiöiden selittämisessä. 
Monista jo olemassa olevista laeista huolimatta mustan kappaleen säteilijälle tahdottiin 
edelleen löytää teoreettisesti jatkuva säteilyn spektri. Lordi Rayleigh pyrki korjaamaan 
virheellistä Rayleigh’n-Jeansin lakia, mutta tästä huolimatta laki toimi edelleen vain 
suurilla aallonpituuksilla. Myöhemmin sekä James Jeans että Hendrik Lorentz onnistuivat 
saamaan lain toimimaan kaikilla aallonpituuksilla, mutta molemmissa tapauksissa 
korjattu laki nojasi paikkansapitämättömiin oletuksiin, jolloin molempien oli lopulta 
hylättävä teoriansa virheellisinä [4]. Lopullisesti jatkuvan spektrin etsiminen päättyi, kun 
Jeans, Lorentz ja Albert Einstein osoittivat kukin tahollaan jatkuvan spektrin 
mahdottomuuden. 
Vuonna 1900 Max Planck johti teoreettisesti lain, joka sopi erinomaisesti mustan 
kappaleen säteilijän kokeellisesti havaittuun spektriin. Lähtökohtinaan Planck käytti 
Wienin lakia sekä Boltzmannin tilastollista termodynamiikkaa, joilla hän kuvasi eri 
taajuuksilla värähteleviä värähtelijöitä; nämä värähtelijät puolestaan olivat analogia 
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mustan kappaleen säteilijän toiminnasta [5]. Merkittävästi hänen lain johtoonsa sisältyi 
oletus, jonka mukaan energia voi saavuttaa vain sellaisia arvoja, jotka ovat jonkin 
perusenergian monikertoja [3][4]. Tämä oli Planckin kuuluisa kvanttihypoteesi. Planck 
kuitenkin piti oletusta vain muodollisena ja oletti voivansa hävittää sen myöhemmin, 
kunhan vain hän ensin saisi lakinsa toimimaan; hän oli työskennellyt useita vuosia 
ongelman parissa ja pyrki pääsemään ratkaisuun epätoivoisesti, keinoilla millä hyvänsä 
[3]. Tämän vuoksi tämä epäjatkuvuus sivuutettiinkin pienenä haittatekijänä muuten hyvin 
toimivassa laissa. 
Vuonna 1906 myös Albert Einstein onnistui johtamaan mustan kappaleen säteilijälle lain 
käyttäen Planckin lailla pohjanaan Wienin lakia sekä Boltzmannin todennäköisyyksiin 
perustuvaa teoriaa [4]. Saavuttaakseen halutun tuloksen hänen oli tehtävä sama oletus 
kuin Planck: Einstein oletti, että energia ei voi saada kaikkia mahdollisia arvoja, vaan 
kaikki eri energian arvot ovat jonkin energiakvantin monikertoja. Tämän lisäksi Einstein 
ehdotti, että energian lisäksi myös säteily on kvantittunut [3][4]. Tämä ehdotus oli 
rohkeampi kuin Planckin aiempi ehdotus, sillä Einstein ei pyrkinyt pääsemään 
epäjatkuvuudesta eroon: hän oletti, että energia ja säteily todella käyttäytyivät 
kvantittuneesti eivätkä suinkaan olleet jatkuvia. Koska tämä oletus oli vahvasti 
ristiriidassa klassisen fysiikan kanssa, tiedeyhteisö ei kuitenkaan tarttunut välittömästi 
Einsteinin tarjoamaan ratkaisuun. 
Einstein ei lannistunut laimeasta vastaanotosta, vaan hän pyrki osoittamaan teoriansa 
toimivuuden. Käyttäen valokvantti-ideaansa Einstein selitti Philipp Lenardin vuonna 
1902 saamat aiemmin selittämättömät tulokset; Lenard havaitsi valosähköistä ilmiöitä 
tutkiessaan, että valon intensiteetillä ei ollut vaikutusta irtoavien elektronien energiaan, 
mutta valon aallonpituuden pienentyessä elektronien energia kasvoi. Einstein ennusti, että 
irtoavien elektronien saama energia E oli kääntäen verrannollinen käytetyn valon 
aallonpituuteen 𝜆, ja että elektronien saaman energian ja käytetyn valon taajuuden välinen 
suhde oli Planckin vakio h. [3] 
Robert A. Millikan pyrki osoittamaan Einsteinin ennusteen vääräksi. Vuonna 1916 hän 
suoritti useita kokeita valosähköiseen ilmiöön liittyen, mutta hän epäonnistui 
tavoitteessaan. Millikan nimittäin onnistui kiistatta osoittamaan Einsteinin ennusteen 
todeksi, ainakin yhtälöiden suhteen: elektronien saaman maksimienergian ja käytetyn 
valon taajuuden suhde oli lineaarinen [3]. Taustalla olevaa valokvantin teoriaa Millikan 
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ei kuitenkaan pystynyt kumoamaan eikä vahvistamaan, jolloin kvanttiteoria ei vieläkään 
tehnyt läpimurtoaan. 
Tästä huolimatta joukko tiedemiehiä kiinnostui kvanttihypoteesista. Kvanttiajatusta 
sovellettiin muun muassa ominaislämpöjen ongelmaan; ongelmana oli joidenkin 
aineiden, kuten piin ja boorin, ominaislämmön poikkeaminen Dulong-Petit’n lain 
määräämästä ominaislämmöstä [3]. Kvanttihypoteesin avulla ongelmaan saatiin 
tyydyttävä vastaus. Kvanttihypoteesi oli nyt juurtunut syvälle, ja kiinnostus sitä kohtaan 
kasvoi entisestään. Tulevina vuosina yhä uudet ja uudet ongelmat, kuten suprajohtavuus, 
saivat selityksensä kvantittumisen kautta. Ei ollut enää mahdollista kiistää Einsteinin 
väitteitä energian ja säteilyn kvantittumisesta. Kvanttifysiikka oli lopultakin noussut 
klassisen fysiikan varjosta sen rinnalle. 
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Luku III 
3 Fysiikkaa 
Tässä luvussa tutustutaan kvanttifysiikan perusperiaatteisiin keskittyen työn osalta 
olennaisiin ilmiöihin, lakeihin ja periaatteisiin. 
3.1 Aalto-hiukkasdualismi 
Aalto-hiukkasdualismi on eräs kvanttifysiikan pohjimmaisista perusperiaatteista. 
Jossakin tilanteessa aallon lailla käyttäytyvät oliot voivat toisessa tilanteessa käyttäytyä 
kuin hiukkaset, ja päinvastoin. Esimerkiksi sähkömagneettinen säteily käyttäytyy 
hiukkasmaisesti Comptonin ilmiössä [6], ja elektronit voivat käyttäytyä aaltomaisesti 
läpäistessään kaksoisraon [7]. Juurikin kuuluisa kaksoisrakokoe lienee paras aalto-
hiukkasdualismin esimerkki. 
Kaksoisrakokokeessa valoa suunnataan kahteen ohueen rakoon. Rakojen takana on 
detektori, joka havaitsee saapuvan säteilyn intensiteetin. Tyypillisessä tapauksessa 
intensiteetti noudattaa tavallista interferenssikuviota, jossa intensiteettimaksimien välissä 
on intensiteettiminimejä. Maksimit syntyvät konstruktiivisen interferenssin seurauksena 
kun taas minimit ovat seurausta destruktiivisesta interferenssistä. Kyseessä on siis 
aaltoilmiö: raot toimivat kahden uuden palloaallon lähteenä, ja nämä aallot interferoivat 
keskenään [6]. 
Jos kuitenkin kaksoisraoille saapuvan valon intensiteetti pudotetaan niin pieneksi, että 
raoille saapuu vain yksi fotoni kerrallaan, tapahtuu jotain merkillistä. Interferenssikuviota 
ei suoraan havaita detektorilta, vaan yksittäinen hiukkanen rekisteröidään näennäisen 
satunnaisissa paikoissa. 
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Ei kuitenkaan ole mahdollista tietää, mihin kohtaan detektoria seuraava fotoni osuu. Kun 
detektorille on osunut tarpeeksi monta fotonia, havaitaan kuitenkin jonkinlainen 
säännönmukaisuus. Detektorilla on pisteitä, joihin ei osu lainkaan fotoneja. Lisäksi 
detektorilla on alueita, joihin on osunut tiheämmin fotoneja kuin ympäröiviin alueisiin. 
Osumien tiheydestä voidaan päätellä todennäköisyys, jolla fotoni osuu johonkin 
detektorin pisteeseen. [6] 
Havaitaan, että tämä todennäköisyys on suoraan verrannollinen aaltomallin ennustamaan 
intensiteettiin: fotoni havaitaan todennäköisimmin intensiteettimaksimien kohdalla, kun 
taas intensiteettiminimien kohdalla ei havaita lainkaan fotoneja. Klassisesti tämän pitäisi 
olla mahdotonta hiukkasille, mutta selvästi hiukkaset voivat joissakin tilanteissa 
käyttäytyä aaltomaisesti. [6][7] 
Tämän avulla saadaan yksi tärkeä kvanttifysiikan periaate: hiukkasen tarkkaa paikkaa ei 
ole mahdollista ennustaa. Voidaan kuitenkin määrittää todennäköisyys hiukkasen 
löytymisestä jostakin alueesta. Tämä todennäköisyys riippuu hiukkasen 
aaltokuvauksesta: todennäköisyys on verrannollinen aaltofunktion neliöön [6]. Esimerkin 
kaksoisrakokokeen tapauksessa hiukkanen on fotoni ja sen aaltovastine on 
sähkömagneettinen kenttä. 
Samaan tulokseen päästään, jos koe toistetaan elektroneilla. Elektroneilla, toisin kuin 
fotoneilla, on massa, jolloin voisi olettaa, etteivät elektronit käyttäytyisi kuten aallot 
kaksoisrakokokeen tapauksessa. Kuitenkin kun elektronit läpäisevät kaksoisraon yksi 
kerrallaan, detektorilla havaitaan jälleen interferenssikuvio oletetun tasaisen jakauman 
sijaan. Tällöin siis jokainen elektroni läpäisee molemmat raot yhtä aikaa ja interferoi 
itsensä kanssa, käyttäytyen siis kuin aallot. [6][7] 
Kuitenkin silloin, kun elektronikoetta tarkastellaan, tapahtuu jotain erikoista. Jos pyritään 
tutkimaan, kuinka elektronit läpäisevät molemmat raot yhtä aikaa, interferenssikuvio 
katoaa. Elektronit läpäisevät kaksoisraon vain yhdestä raosta kerrallaan, eivätkä 
elektronit tällöin interferoi itsensä kanssa. Detektorille syntyy klassisen fysiikan 
ennustama tasainen jakauma. Kokeen havainnoiminen siis muuttaa koetta, eikä kukaan 
siksi olekaan nähnyt elektronin interferoivan itsensä kanssa. Tämä on myös eräs 
kvanttifysiikan merkittäviä periaatteita: mitään ei voida mitata ilman, että mittauksen 
tulos muuttuu mittauksen seurauksena. [6] 
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3.2 Valosähköinen ilmiö 
Jos metalliin suunnataan sähkömagneettista säteilyä, voi metallista irrota elektroneja. 
Tästä käytetään nimitystä valosähköinen ilmiö. Koska elektroni on kiinni metallissa, sen 
irrottamiseen tarvitaan jokin energia. Tämä energia riippuu kohteena olevasta metallista; 
tästä energiasta käytetään nimitystä irrotustyö ϕ. Kaikki elektronille jäävä ylimääräinen 
energia muuttuu elektronin liike-energiaksi Ek [6].  Klassisesti saapuvan valon 
aallonpituudella ei pitäisi olla merkitystä elektronien irtoamiseen, vaan ainoastaan valon 
intensiteetti vaikuttaisi irrotusnopeuteen. Käytännössä tämä tarkoittaisi sitä, että matalalla 
intensiteetillä elektroneja irtoaisi, kunhan vain valoa saapuisi metallille tarpeeksi pitkän 
ajan; elektronit varastoisivat energiaa kunnes niillä on tarpeeksi irtoamiseen. Puolestaan 
intensiteettiä kasvattamalla elektronien irtoamisaika pienenisi, koska elektronit saisivat 
energiaa valolta nopeammin. Näin ei kuitenkaan ole. 
Valo koostuu fotoneista, joista jokaisen energia E riippuu niiden taajuudesta yhtälön 
 𝐸 = ℎ𝑓 (3.1) 
mukaan, missä f on fotonin taajuus ja h on Planckin vakio, 6,626…×10-34 Js. Jokainen 
fotoni luovuttaa energiansa yhdelle elektronille. Jos saapuvan fotonin taajuus on niin 
pieni, ettei sen energia ole suurempi kuin irrotustyö, niin metallista ei irtoa yhtään 
elektronia. Tähän ei vaikuta saapuvan valon intensiteetti tai aika, jonka metalli on 
valaistuna [6]. Ainoastaan fotonin taajuudella on merkitystä. Jos taajuus on riittävän 
suuri, elektroneita irtoaa; jokainen elektroni saa kineettistä energiaa yhtälön 
 𝐸𝑘(𝑚𝑎𝑥) = ℎ𝑓 − 𝜙 (3.2) 
mukaan. Irrotustyö kertoo vain sen energiamäärän, joka tarvitaan metalliin heikoimmin 
sitoutuneiden elektronien irrottamiseen. Muutkin elektronit on mahdollista irrottaa, mutta 
niiden tapauksessa vaaditaan enemmän energiaa. Tämän vuoksi yhtälössä kineettisellä 
energialla on alaindeksi ”max”, koska tiukemmin sidotut elektronit vaativat enemmän 
energiaa irrotukseen ja täten niille jää vähemmän kineettistä energiaa. [6] 
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3.3 Aineaallon ominaisuuksia 
Havaittiin, että hiukkaset voivat joissakin olosuhteissa käyttäytyä kuin aallot. Tällaisessa 
tilanteessa puhutaan aineaallosta tai de Broglien aalloista. Tavallisen aallon tapaan myös 
aineaallolla on oltava aallonpituus, taajuus ja nopeus. Aineaaltoihin liittyvää 
aallonpituutta sanotaan aineaallonpituudeksi tai de Broglien aallonpituudeksi [6]. Nopeus 
on määritettävissä mutta se ei ole erityisen hyödyllinen, sillä se kertoo aallon, muttei 
välttämättä hiukkasen, nopeuden. Tämä johtuu siitä, että todennäköisyys löytää 
hiukkanen riippuu aaltofunktiosta. Vaikka tämän todennäköisyyden voidaan ajatella 
liikkuvan samaan tahtiin kuin aaltofunktion itse, ei hiukkanen välttämättä ole aina 
suurimman todennäköisyyden alueella. Jollakin hetkellä hiukkanen voi siis liikkua 
nopeammin tai hitaammin kuin aalto, koska aaltofunktiosta ei suoraan päästä käsiksi 
hiukkasen tarkkaan paikkaan [6]. Tämän vuoksi aineaallonpituus ja taajuus ovat 
hyödyllisempiä. 
De Broglie esitti, että aallonpituuden ja hiukkasen liikemäärän välillä on yhteys yhtälön 
 𝜆 =
ℎ
𝑝
 (3.3) 
mukaan, missä p on liikemäärä ja h Planckin vakio. Tämä yhtälö pätee ilmiöstä 
riippumatta: esimerkiksi massattomien hiukkasten, kuten fotonien, liikemäärä saadaan 
samalla yhtälöllä. Yhtälöstä nähdään myös, että suuren liikemäärän kappaleiden 
aallonpituus on pieni, jolloin ne käyttäytyvät kuten klassiset hiukkaset kaikissa tilanteissa. 
Aineaallon taajuus puolestaan saadaan yhtälön (3.1) mukaan. Tämän lisäksi aineaalloille 
määritellään myös aaltoluku k sekä kulmataajuus ω yhtälöiden 
 𝑘 =
2𝜋
𝜆
 (3.4) 
ja 
 𝜔 =
2𝜋
𝑇
= 2𝜋𝑓 (3.5) 
avulla, missä T on aallon jaksonaika. Lisäksi redusoitu Planckin vakio ℏ määritellään 
yhtälön 
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 ℏ =
ℎ
2𝜋
 (3.6) 
mukaan. Nyt yhtälöiden (3.4) ja (3.5) sekä redusoidun Planckin vakion määritelmän 
avulla saadaan yhtälöt 
 𝑝 =
ℎ
𝜆
= ℏ𝑘 (3.7) 
ja 
 𝐸 = ℎ𝑓 = ℏ𝜔, (3.8) 
jotka kuvaavat hiukkasen ja aallon välistä yhteyttä. [6] 
3.4 Schrödingerin yhtälö 
Aineaaltoa kuvaa aaltofunktio, josta käytetään usein merkintää Ψ(x,t). Tämän 
aaltofunktion täytyy olla aaltoyhtälön ratkaisu; tämä ei tässä suhteessa eroa klassisen 
fysiikan aalloista lainkaan. Ainoastaan aaltoyhtälö on erilainen. Aineaallon tapauksessa 
aaltoyhtälö on Schrödingerin yhtälö. Vapaalle hiukkaselle, johon ei vaikuta ulkoisia 
voimia, yksiulotteinen Schrödingerin yhtälö on muotoa 
 −
ℏ2
2𝑚
𝜕2𝛹(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥2
= 𝑖ℏ
𝜕𝛹(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡
, (3.9) 
missä Ψ(x,t) on jokin Schrödingerin yhtälön ratkaiseva aaltofunktio, m on hiukkasen 
massa, x hiukkasen paikka, t aika ja ℏ redusoitu Planckin vakio. [6] 
Schrödingerin yhtälöä ei voi johtaa muista fysiikan periaatteista. On kuitenkin osoitettu, 
että Schrödingerin yhtälö ennustaa oikein esimerkiksi hiukkasen paikan aineaallossa [6]. 
Todennäköisyys löytää hiukkanen joltakin alueelta on verrannollinen aaltofunktion 
itseisarvon neliöön kyseisellä alueella. Tästä käytetään nimeä todennäköisyystiheys 
Ρ(x,t). Voidaan siis kirjoittaa 
 𝛲(𝑥, 𝑡) =  |𝛹(𝑥, 𝑡)|2. (3.10) 
Aaltoyhtälölle on olemassa useita ratkaisuja, mutta kaikkein yksinkertaisin niistä on 
tasoaalto, jolloin aaltofunktio on 
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 𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡), (3.11) 
missä A on vakio, k on aaltoluku ja ω on kulmataajuus. Sijoittamalla tämä ratkaisu 
takaisin Schrödingerin yhtälöön saadaan 
 −
ℏ2
2𝑚
𝜕2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)
𝜕𝑥2
= 𝑖ℏ
𝜕𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)
𝜕𝑡
, (3.12) 
josta edelleen derivoimalla saadaan 
 −
ℏ2
2𝑚
(𝑖𝑘)2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) = 𝑖ℏ(−𝑖𝜔)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡). (3.13) 
Tästä supistamalla puolittain sekä käyttämällä i2 = -1 saadaan yhtälö muotoon 
 ℏ
2𝑘2
2𝑚
= ℏ𝜔. (3.14) 
Kyseessä on hiukkasen aaltoluonnetta tarkasteleva yhtälö, jolloin hiukkasen ja aallon 
välistä yhteyttä kuvaavien yhtälöiden (3.7) ja (3.8) on oltava voimassa. Kun ne sijoitetaan, 
saadaan 
 
𝑝2
2𝑚
= 𝐸, (3.15) 
josta edelleen sijoittamalla p = mv päästään klassiseen muotoon 
 
1
2
𝑚𝑣2 = 𝐸. (3.16) 
Tämä tarkoittaa sitä, että hiukkasen liike-energia on yhtä suuri kuin sen kokonaisenergia. 
Tämä pätee, koska vapaalla hiukkasella ei ole potentiaalienergiaa. Tästä voidaan päätellä 
se, että Schrödingerin yhtälö onkin itse asiassa eräs muoto energiansäilymislaista. [6] 
Tässä Schrödingerin yhtälössä ei kuitenkaan ole vielä otettu huomioon hiukkasella 
mahdollisesti olevaa potentiaalienergiaa. Kirjoitetaan Schrödingerin yhtälö siten, että 
saadaan lausekkeeseen termi, joka riippuu hiukkasen potentiaalienergiasta. Aloitetaan 
kirjoittamalla (3.15) ja kerrotaan se puolittain aaltofunktiolla Ψ(x,t). Tähän vaiheeseen 
päästään myös yhtälöstä (3.13) jatkamalla kuten edellä, kunhan vain jätetään 
supistaminen tekemättä. Saadaan siis 
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𝑝2
2𝑚
 𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝛹(𝑥, 𝑡). (3.17) 
Kokonaisenergian on oltava kineettisen energian sekä potentiaalienergian summa. Tämän 
vuoksi lisätään potentiaalienergian termi U(x) yhtälön vasemmalle puolelle. Voidaan 
kirjoittaa 
 (
𝑝2
2𝑚
+ 𝑈(𝑥)) 𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝛹(𝑥, 𝑡). (3.18) 
Tästä edelleen palaamalla vapaan hiukkasen Schrödingerin yhtälön (3.9) mukaisesti ja 
avaamalla sulut päästään muotoon 
 −
ℏ2
2𝑚
𝜕2𝛹(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥)𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝑖ℏ
𝜕𝛹(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡
, (3.19) 
joka on Schrödingerin yhtälön yleinen muoto, ajasta riippuva Schrödingerin yhtälö [6]. 
Vapaan hiukkasen Schrödingerin yhtälöön ero on se, että mukana on nyt jokin hiukkasen 
paikasta riippuva potentiaalienergian lauseke. Tämä tekee yhtälön ratkaisemisesta 
matemaattisesti paljon mutkikkaampaa, varsinkin kun mukana on vielä aaltofunktio, joka 
riippuu sekä paikasta että ajasta. 
Yhtälön (3.19) ratkaisemiseksi oletetaan, että aaltofunktio Ψ(x,t) voidaan ilmoittaa sen 
paikasta riippuvan osan ja sen ajasta riippuvan osan tulona, eli 
 𝛹(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝜙(𝑡), (3.20) 
missä ψ(x) on paikasta riippuva osa ja ϕ(t) on ajasta riippuva osa. Tämä tehdään siksi, että 
nyt on mahdollista erotella muuttujat, jolloin saadaan yhtälöt paikalle sekä ajalle erikseen. 
Sijoitetaan nyt (3.20) yhtälöön (3.19). Lisäksi huomioidaan osittaisderivaatat: niiden 
suhteen vakiotermit voidaan siirtää derivoinnista ulos. Saadaan 
 −
ℏ2
2𝑚
𝜙(𝑡)
𝜕2𝜓(𝑥)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥)𝜓(𝑥)𝜙(𝑡) = 𝑖ℏ𝜓(𝑥)
𝜕𝜙(𝑡)
𝜕𝑡
. (3.21) 
Tämän jälkeen jaetaan yhtälö puolittain tulolla ψ(x)ϕ(t). Päästään muotoon 
 −
ℏ2
2𝑚
1
𝜓(𝑥)
𝜕2𝜓(𝑥)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥) = 𝑖ℏ
1
𝜙(𝑡)
𝜕𝜙(𝑡)
𝜕𝑡
. (3.22) 
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Nyt yhtälön vasen puoli riippuu ainoastaan paikasta, kun taas yhtälön oikea puoli riippuu 
ainoastaan ajasta, eli muuttujat on saatu separoitua. Erottelu toimii kuitenkin ainoastaan 
silloin, kun potentiaalienergia ei riipu ajasta, vaan ainoastaan paikasta. [6] 
Aika ja paikka eivät kuitenkaan ole toisistaan riippuvia muuttujia, vaan niihin voidaan 
syöttää arvoja toisistaan riippumatta. Oletetaan nyt, että yhtälö (3.22) pätee joillakin 
arvoilla x = x1 ja t = t1. Jos aikaa muutetaan, mutta paikkaa ei, eli yhtälöön syötetään x = 
x1 ja t = t2, havaitaan, että yhtälön vasen puoli pysyy samana. Tällöin myös oikean puolen 
on pysyttävänä samana riippumatta siitä, mikä uusi ajan arvo t2 on. Tämä tarkoittaa sitä, 
että yhtälön oikea puoli ei muutu vaikka ajan arvo muuttuu: yhtälön oikean puolen on 
oltava vakio. Vastaavalla tavalla voidaan päätellä, että yhtälön vasen puoli ei myöskään 
muutu vaikka paikka muuttuu: yhtälön vasemmankin puolen on täten oltava vakio 
paikasta riippumatta [6]. Voidaan siis kirjoittaa 
 −
ℏ2
2𝑚
1
𝜓(𝑥)
𝜕2𝜓(𝑥)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥) = 𝑖ℏ
1
𝜙(𝑡)
𝜕𝜙(𝑡)
𝜕𝑡
= 𝐶, (3.23) 
missä C on separointivakio. Yhtälön ajasta riippuvan osan perusteella on mahdollista 
osoittaa, että tämän vakion on oltava systeemin kokonaisenergia E. [6] 
Tarkastellaan seuraavaksi yhtälön paikasta riippuvaa osaa. Koska C on kokonaisenergia 
E, voidaan kirjoittaa 
  −
ℏ2
2𝑚
1
𝜓(𝑥)
𝜕2𝜓(𝑥)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥) = 𝐸, (3.24) 
josta edelleen kertomalla puolittain ψ(x):llä saadaan 
 −
ℏ2
2𝑚
𝜕2𝜓(𝑥)
𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥), (3.25) 
joka on ajasta riippumaton Schrödingerin yhtälö. [6] 
Tätä Schrödingerin yhtälön muotoa voidaan käyttää, kun selvitetään miten hiukkanen 
käyttäytyy joissakin yksinkertaisissa tilanteissa. Näitä tilanteita ovat esimerkiksi ääretön 
ja äärellinen kvanttikaivo. Molemmissa tapauksissa potentiaalienergian funktio U(x) on 
yksinkertaisesti määritelty. 
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Se, että jokin vain paikasta riippuva aaltofunktio ψ(x) toteuttaa ajasta riippumattoman 
Schrödingerin yhtälön ei vielä yksin riitä kvanttikaivojen tapauksessa. Tämän lisäksi 
vaaditaan vielä kaksi ehtoa: hiukkasen löytymisen todennäköisyys on oltava 1, eli 
funktion on oltava normittuva. Käytännössä siis integroitaessa todennäköisyystiheyttä yli 
koko avaruuden, tulokseksi on aina tultava tasan 1, eli hiukkanen on väistämättä jossakin 
tarkasteltavassa avaruudessa, vaikka sen tarkkaa paikkaa ei välttämättä tunnetakaan [6]. 
Tämä voidaan kirjoittaa muotoon 
 ∫ |𝛹(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥
∞
−∞
= 1. (3.26) 
Tämän lisäksi aaltofunktion ψ(x) on oltava sileä. Tämä tarkoittaa sitä, että aaltofunktion 
sekä sen ensimmäisen derivaattafunktion on oltava jatkuvia [6]. Jos aaltofunktiossa on 
epäjatkuvuutta, se tarkoittaisi hiukkasen aallonpituuden putoamista nollaan. Seurauksena 
yhtälön (3.7) perusteella voidaan päätellä, että hiukkasen liikemäärä ja siten kineettinen 
energia lähenisi ääretöntä, mikä on mahdotonta. 
Tarkastellaan seuraavaksi muutamia yksinkertaisia tapauksia Schrödingerin yhtälön 
soveltamiseen. 
3.5 Ääretön kvanttikaivo 
Yksinkertaisin potentiaalienergia Schrödingerin funktion ratkaisemiseksi on äärettömän 
kvanttikaivon tapauksessa. Äärettömän kvanttikaivon tapauksessa hiukkanen, jonka 
energia on E, on vangittu kahden läpäisemättömän potentiaalienergiavallin 
muodostamaan kaivoon, jonka leveys on L. Vallien välissä potentiaalienergia on 0. Tämä 
on esitetty kuvassa 3.2, alla. Nyt potentiaalienergian U(x) yhtälö voidaan kirjoittaa 
muotoon 
 𝑈(𝑥) = {
∞, 𝑥 ≤ 0
0, 0 < 𝑥 < 𝐿
∞, 𝐿 ≤ 𝑥.
 (3.27) 
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Kuva 3.1. Ääretön kvanttikaivo. 
Koska potentiaalivallit ovat äärettömän korkeat, aaltofunktio ei pysty läpäisemään niitä. 
Tämä tarkoittaa sitä, että aaltofunktion ψ(x) on oltava 0 potentiaalienergiakaivon 
ulkopuolella [6]. Tällöin tarvitsee ratkaista aaltofunktio vallien sisäpuolella, ja varmistaa 
aaltofunktion jatkuvuus molempien vallien luona. Koska vallien sisäpuolella 
potentiaalienergia on 0, voidaan (3.25) kirjoittaa muotoon 
 −
ℏ2
2𝑚
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2
= 𝐸𝜓(𝑥), (3.28) 
josta päästään edelleen muotoon 
 
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2
= −
2𝑚𝐸
ℏ2
𝜓(𝑥). (3.29) 
Määritellään nyt 
 𝑘 ≡ √
2𝑚𝐸
ℏ2
, (3.30) 
jolloin (3.29) voidaan kirjoittaa muotoon 
𝑈(𝑥) 
0 𝐿 
𝑥 
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𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2
= −𝑘2𝜓(𝑥). (3.31) 
Jotta aaltofunktio ψ(x) toteuttaa tämän yhtälön, sen on oltava sinimuotoinen. Eräs ratkaisu 
on 
 𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥, (3.32) 
missä A ja B ovat vakioita. [6] 
Koska kokonaisuutena aaltofunktion on oltava jatkuva, havaitaan jatkuvuusehtojen 
toteutuvan vain kun B = 0. Lisäksi kaivon sisällä olevan aaltofunktion osan on oltava 0 
pisteissä x = 0 ja x = L. Tämä ehto täyttyy helposti, kun x = 0, sillä jäljellä on enää 
sinifunktio. Pisteessä x = L puolestaan saamme ehdon 
 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 = 0. (3.33) 
Tästä saamme perustelun sille, miksi A ei saa olla 0. Mikäli näin olisi, aaltofunktio olisi 
nolla kaikkialla, josta puolestaan seuraisi se, että hiukkasta olisi mahdotonta löytää 
mistään [6]. Käytännössä tämä tarkoittaisi sitä, että hiukkasta ei olisi olemassa lainkaan. 
Siispä sinin on oltava nolla, kun x = L, jolloin saamme ehdon 
 𝑘𝐿 = 𝑛𝜋, (3.34) 
missä n on kokonaisluku. Jos tämä ehto pätee, Schrödingerin yhtälö on ratkaistu 
äärettömän kvanttikaivon tapauksessa. Lisäksi havaitaan, että energia ei voi saada 
mielivaltaisia arvoja [6]. Sijoitetaan ehtoon (3.34) määritelmä (3.30). Saadaan 
 √
2𝑚𝐸
ℏ2
𝐿 = 𝑛𝜋, (3.35) 
josta edelleen voidaan ratkaista energia E: 
 𝐸 =
𝑛2𝜋2ℏ2
2𝑚𝐿2
. (3.36) 
Äärettömän kvanttikaivon tapauksessa hiukkasen energia on kvantittunut [6]. Lisäksi, nyt 
voidaan kirjoittaa (3.33) erikseen jokaiselle arvolle n, eli jokaiselle eri energian arvolle 
käyttämällä ehtoa (3.34): 
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 𝜓𝑛(𝑥) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥
𝐿
, 0 < 𝑥 < 𝐿. (3.37) 
Enää on vain määritettävä vakio A. Normitusehdon (3.26) avulla saadaan 
 𝐴 = √
2
𝐿
, (3.38) 
jolloin sijoittamalla tämä yhtälöön (3.37) saadaan 
 𝜓𝑛(𝑥) = √
2
𝐿
 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥
𝐿
, 0 < 𝑥 < 𝐿. (3.39) 
Muulloin aaltofunktio saa arvon 0. [6] 
Nämä ratkaisut näyttävät samanlaisilta kuin seisovan aaltoliikkeen yhtälöt klassisessa 
fysiikassa. Kvanttifysiikan näkökannalta siis vangittu hiukkanen käyttäytyy kuin seisova 
aaltoliike. Lisäksi on huomattava, että hiukkasen kineettinen energia ei voi olla 0, eli 
hiukkanen ei voi olla äärettömässä kvanttikaivossa paikallaan. Tällöin hiukkasella on 
oltava vähintään jokin perusenergia, joka saadaan arvolla n = 1. [6] 
3.6 Äärellinen kvanttikaivo 
Äärellinen kvanttikaivo on yhdellä, joskin merkittävällä, erotuksella täysin identtinen 
äärettömän kvanttikaivon kanssa. Jälleen hiukkanen on kahden potentiaalienergiavallin 
välisessä alueessa, jonka leveys on L. Tällä kertaa potentiaalienergiavallit eivät ole 
äärettömän korkeita, vaan ne on rajattu johonkin arvoon U0 [6]. Tällöin hiukkasen 
kokonaisenergia voisi olla niin suuri, että hiukkasella olisi tarpeeksi energiaa kaivosta 
pakenemiseen, eli E > U0. Tarkastellaan kuitenkin alussa tilannetta, jossa hiukkanen on 
vangittu kaivoon. Tällöin E < U0. 
Kuten äärettömän kvanttikaivon tapauksessa, potentiaalienergialle voidaan kirjoittaa 
yksinkertainen lauseke. Nyt se on siis 
 𝑈(𝑥) = {
𝑈0, 𝑥 ≤ 0
0, 0 < 𝑥 < 𝐿
𝑈0, 𝐿 ≤ 𝑥.
 (3.40) 
21 
 
Äärellisen kvanttikaivon tapauksessa aaltofunktio ei välttämättä ole 0 kaikkialla 
potentiaalienergiavallin sisällä. Tällöin ajasta riippumattomaan Schrödingerin yhtälöön 
(3.25) sisältyvästä potentiaalienergian termistä ei päästä eroon [6]. Yhtälö (3.25) voidaan 
kuitenkin järjestää uudelleen muotoon 
 
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2
=
2𝑚(𝑈(𝑥)−𝐸)
ℏ2
𝜓(𝑥). (3.41) 
Aaltofunktion sekä sen ensimmäisen derivaattafunktion on oltava jatkuvia. Lisäksi 
hiukkasen löytymisen todennäköisyys on oltava 1. Potentiaalienergiavallien välissä 
ratkaisuksi kelpaa jokin sini- ja kosinifunktioiden yhdistelmä 
 𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥), (3.42) 
missä A ja B ovat vakioita, ja k saadaan määritelmästä (3.30). 
Potentiaalienergiavallien sisällä sinifunktio ei enää kelpaa ratkaisuksi, vaan vaaditaan 
jokin funktio, joka ei oskilloi tai hajaannu [6]. Tällöin saadaan Schrödingerin yhtälön 
ratkaisuksi potentiaalienergiavallien sisällä 
 𝜓(𝑥) = 𝐶𝑒±𝛼𝑥, (3.43) 
missä C on jokin vakio. Tämän lisäksi on tehty määritelmä 
 𝛼 ≡ √
2𝑚(𝑈0−𝐸)
ℏ2
. (3.44) 
Tämän ratkaisun merkki riippuu alueesta. Kun x < 0, positiivinen ratkaisu on ainoa joka 
kelpaa. Tämä johtuu siitä, että negatiivinen ratkaisu hajaantuu. Koska ratkaisun on oltava 
normalisoituva, negatiivinen ratkaisu on hylättävä. Vastaavalla tavalla voidaan päätellä, 
että kun x > L, positiivinen ratkaisu on hylättävä. Tällöin kaiken kaikkiaan saadaan 
Schrödingerin yhtälön ratkaisuksi 
 𝜓(𝑥) = {
𝐶𝑒𝛼𝑥, 𝑥 ≤ 0
𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥), 0 < 𝑥 < 𝐿
𝐷𝑒−𝛼𝑥, 𝑥 ≥ 𝐿.
 (3.45) 
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Näistä ratkaisuista voidaan myös päätellä, että energian on oltava kvantittunut: joillakin 
energian arvoilla kokonaisratkaisusta ei saada jatkuvaa ilman, että jokin osa hajaantuu. 
[6] 
Kuten äärettömän kvanttikaivon tapauksessa, myös äärelliseen kvanttikaivoon syntyy 
seisova aalto, kun E < U0. Seisovan aallon tapauksessa energia voi saada vain joitakin 
sallittuja arvoja, toisin kuin vapaan hiukkasen tapauksessa. Lisäksi hiukkasen kineettinen 
energia ei voi olla nolla, vaan on oltava jokin perusenergia, joka hiukkasella on vähintään 
oltava. Kuitenkin merkittävä ero syntyy siinä, että äärellisessä kvanttikaivossa hiukkanen 
on mahdollista löytää kaivon ulkopuolelta, klassisesti kielletyltä alueelta. Hiukkasella on 
siis todennäköisyys löytyä paikasta, jonne sen ei pitäisi mitenkään klassisen fysiikan 
mukaan päästä. [6]  
3.7 Potentiaalienergiavalli 
Potentiaalienergiavalli on tilanne, jossa potentiaalienergia nousee äkillisesti johonkin 
arvoon U0. Tämän jälkeen potentiaalienergia on hetken aikaa vakio, kunnes se jälleen 
äkillisesti palaa arvoon 0. Tarkastellaan kuitenkin ensin tilannetta, jossa 
potentiaalienergia pysyy arvossa U0. Tämä tilanne on potentiaalienergiaporras. [6] 
3.7.1 Potentiaalienergiaporras 
Potentiaalienergiaporras kuvaa tilannetta, jossa hiukkanen kohtaa äkillisen muutoksen 
potentiaalienergiassa. Tällöin potentiaalienergian funktio on muotoa 
 𝑈(𝑥) = {
0, 𝑥 < 0
𝑈0, 𝑥 ≥ 0.
 (3.46) 
Klassisesti, jos saapuvan hiukkasen energia E on suurempi kuin potentiaalienergiaportaan 
korkeus U0, hiukkasen nopeus putoaisi alkuperäisestä arvostaan, mutta hiukkanen jatkaisi 
tällä uudella nopeudella matkaansa potentiaalienergiaportaan yli. Vastaavasti jos energia 
olisi pienempi kuin U0, hiukkanen pysähtyisi portaaseen, ja vaihtaisi suuntaa liikkuen 
takaisin tulosuuntaansa. [6] 
Kuitenkin kvanttimekaniikkaa sovellettaessa havaitaan, että hiukkasella on jokin 
todennäköisyys heijastua takaisin potentiaalienergiaportaasta, joka sen pitäisi pystyä 
ylittämään. Kun hiukkasen energia E > U0, hiukkanen voi siis joko heijastua takaisin tai 
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jatkaa matkaansa kohdatessaan potentiaalienergiaportaan. Tämä ilmiö ei tapahdu 
ainoastaan silloin, kun potentiaalienergia kasvaa: Hiukkanen voi heijastua, vaikka 
potentiaalienergia putoaa. [6] 
Tällaisessa tilanteessa Schrödingerin yhtälön ratkaisuksi saadaan 
 𝜓(𝑥) = {
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥, 𝑥 < 0
𝐶𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑥 ≥ 0,
 (3.47) 
missä A, B ja C ovat vakioita, ja k on määritelty kuin yhtälössä (3.30). Nyt eksponentin 
etumerkki kertoo sen, mihin suuntaan tasoaalto liikkuu: positiivinen etumerkki kuvaa 
oikealle liikkuvaa aaltoa, kun taas negatiivinen kuvaa vasemmalle liikkuvaa aaltoa. 
Koska potentiaalienergiaportaan jälkeen ei ole enää mitään, mikä heijastaisi aallon 
takaisin, ei portaan takana ole enää mitään vasemmalle liikkuvaa. [6] 
Jos taas E < U0, havaitaan, että kaikki hiukkaset heijastuvat, kuten klassisesti voisi olettaa. 
Kuitenkin aaltofunktio läpäisee potentiaalienergiaportaan. Tämä tarkoittaa sitä, että 
hiukkaset pystyvät läpäisemään potentiaalienergiaportaan johonkin syvyyteen asti, mutta 
ne heijastuvat aina lopulta takaisin. Tämä käyttäytyminen on samanlaista kuin äärellisen 
kvanttikaivon tapauksessa, missä hiukkaset pystyivät olemaan klassisesti kielletyllä 
alueella. [6] 
Tässä tapauksessa puolestaan Schrödingerin yhtälön ratkaisu on muotoa 
 𝜓(𝑥) = {𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥, 𝑥 < 0
𝐶𝑒−𝛼𝑥, 𝑥 ≥ 0,
 (3.48) 
missä A, B ja C ovat vakioita, k määritelty kuten yhtälössä (3.30) ja α kuten yhtälössä 
(3.44). Erona edelliseen havaitaan se, että nyt potentiaalienergiaportaan jälkeen 
aaltofunktio on aidosti vähenevä, kuten oli syytä olettaa. Aaltofunktio on kuitenkin 
nollasta poikkeava. [6] 
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3.7.2 Tunneloituminen 
Potentiaalienergiavallin tapauksessa potentiaalienergian funktio on hyvin samantapainen 
kuin portaan tapauksessa. Tarvitsee vain määrittää vallin leveys. Tällöin 
potentiaalienergian funktio on muotoa 
 𝑈(𝑥) = {
0, 𝑥 ≤ 0
𝑈0, 0 < 𝑥 < 𝐿
0, 𝑥 ≥ 𝐿,
 (3.49) 
missä L on vallin leveys. 
Kun hiukkasen energia on suurempi kuin potentiaalienergiavallin energia, hiukkanen 
käyttäytyy kuten potentiaalienergiaportaan tapauksessa: se voi joko heijastua tai jatkaa 
matkaansa molemmissa potentiaalienergian muutospisteissä, riippumatta siitä, mistä 
suunnasta hiukkanen tulee. [6] 
Tällöin erona potentiaalienergiaportaan tapaukseen on se, että potentiaalienergiavallin 
kohdalla on oikealle liikkuvan osan lisäksi myös jotain vasemmalle liikkuvaa. Viimeisen 
potentiaalienergian muutoksen jälkeen ei ole enää mitään, joka heijastaisi aallon takaisin 
vasemmalle. Tällöin potentiaalienergiavallin jälkeisellä alueella esiintyy vain oikealle 
liikkuva aalto. Tällöin Schrödingerin yhtälön ratkaisu on muotoa 
 𝜓(𝑥) = {
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥, 𝑥 ≤ 0
𝐶𝑒𝑖𝑘´𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘´𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑥 ≥ 𝐿,
 (3.50) 
missä A, B, C, D ja F ovat vakioita, k on määritelty kuin yhtälössä (3.30) ja k´ on 
määritelty yhtälön 
 𝑘´ = √
2𝑚(𝐸−𝑈0)
ℏ2
 (3.51) 
mukaan. Ratkaisut ovat siis käytännössä samanlaiset kuin potentiaalienergiaportaan 
tapauksessa. [6] 
Kun hiukkasen energia on pienempi kuin potentiaalienergiavallin energia, tapahtuu jotain 
mielenkiintoista. Kuten potentiaalienergiaportaan tapauksessa, hiukkasella on jokin 
todennäköisyys olla portaan sisällä, klassisesti kielletyllä alueella. Koska 
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potentiaalienergiavalli ei kuitenkaan jatku äärettömän kauas, hiukkasen on mahdollista 
läpäistä potentiaalienergiavalli kokonaan ja päätyä sen toiselle puolelle. Tästä ilmiöstä 
käytetään nimitystä tunneloituminen. [6] 
Schrödingerin yhtälön ratkaisu on nyt muotoa 
 𝜓(𝑥) = {
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥, 𝑥 ≤ 0
𝐶𝑒𝛼𝑥 + 𝐷𝑒−𝛼𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑥 ≥ 𝐿,
 (3.52) 
missä jälleen A, B, C, D ja F ovat vakioita, k on määritelty kuin yhtälössä (3.30) ja α kuin 
yhtälössä (3.44). Vallin sisällä ratkaisut ovat nyt samaa muotoa kuin portaan tapauksessa, 
kun portaan potentiaalienergia oli suurempi kuin hiukkasen kokonaisenergia.  
Tunneloitumisessa hiukkasen kineettinen energia pysyy koko ajan samana: hiukkanen ei 
siis saa jostain lisää energiaa ylittääkseen vallin, eikä se menetä energiaa vallin läpi 
tunneloituessaan. Hiukkasella ei siis ole missään vaiheessa tarpeeksi energiaa vallin 
ylitykseen. [6] 
3.8 Epätarkkuusperiaate 
Aalto-hiukkasdualismista johtuen hiukkasen hiukkasominaisuuksissa, kuten 
liikemäärässä ja paikassa, on oltava epätarkkuutta. Tämä tarkoittaa sitä, että kun 
suoritetaan sama koe monta kertaa peräkkäin identtisesti, niin tulokset eivät ole joka kerta 
samat, vaan ne vaihtelevat. Tämä eroaa klassisen fysiikan malleista. Klassisesti sama 
alkutilanne ja samat olosuhteet johtavat aina samaan lopputulokseen [8]. 
Otetaan esimerkiksi yhden raon koe elektroneille. Siinä elektroneja pommitetaan yhteen 
kapeaan rakoon, jonka jälkeen detektori havaitsee diffraktiokuvion. Tällöin siis 
yksittäisten elektronien etenemissuunta raon jälkeen ei ole vakio. Tällöin elektronien 
liikemäärä alkuperäiseen liikesuuntaan px ei myöskään ole vakio, vaan siinä on 
epätarkkuutta [6]. 
Vastaavasti jos pyritään löytämään elektronin paikka raossa, kokeeseen liittyy 
epätarkkuutta. Tämä epätarkkuus pienenee, mikäli rakoa kavennetaan. Koska elektronien 
liikemäärä alkuperäiseen liikesuuntaan liittyy diffraktiokuvion leveyteen ja koska 
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diffraktiokuvion leveys on kääntäen verrannollinen raon leveyteen, havaitaan, että 
liikemäärän epätarkkuus Δpx ja paikan epätarkkuus Δx ovat myös kääntäen verrannollisia 
[6].  
Tämä yhteys pätee myös tämän kokeen ulkopuolella. Näiden kahden epätarkkuuden 
avulla saadaan teoreettinen alaraja niiden tulolle. Tätä sanotaan Heisenbergin 
epätarkkuusperiaatteeksi, ja se määritellään yhtälön 
 𝛥𝑝𝑥𝛥𝑥 ≥
ℏ
2
 (3.53) 
mukaan. Tämä yhtälö määrittää sen, miten tarkasti kaksi suuretta voidaan tuntea yhtä 
aikaa. Tässä tapauksessa ne ovat hiukkasen liikemäärä ja paikka. Esimerkiksi jos 
hiukkasen liikemäärä tunnetaan täydellisesti (Δpx = 0), ei hiukkasen paikasta voida tietää 
mitään [6]. Sama pätee myös kääntäen: mikäli hiukkasen paikka tiedetään täydellisesti, 
ei sen liikemäärästä voida sanoa mitään. 
Hiukkasen liikemäärän ja sen paikan epätarkkuusperiaate ei ole ainoa kvanttimekaniikan 
epätarkkuusperiaate. On olemassa useita muitakin vastaavanlaisia epätarkkuusyhtälöitä, 
esimerkiksi energian ja ajan epätarkkuus [6]. Liikemäärän ja paikan epätarkkuusperiaate 
on kuitenkin tämän työn kannalta merkittävin, joten muihin yhtälöihin ei perehdytä. 
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Luku IV 
4 Aiemmat tutkimukset 
Tässä luvussa tutustutaan opiskelijoiden kvanttimekaniikan oppimisen haasteista ja 
virhekäsityksistä aiemmin tehtyihin tutkimuksiin. Tässä luvussa tarkasteltavat aihepiirit 
rajataan tämän tutkielman osalta merkittäviin osa-alueisiin. 
4.1 Ongelmia Schrödingerin yhtälössä 
Opiskelijoilla on monesti ongelmia Schrödingerin yhtälön ratkaisujen kanssa. Ongelmia 
tuottaa se, että ratkaisun täytyy Schrödingerin yhtälön toteuttamisen lisäksi täyttää myös 
jatkuvuusehdot. 
Esimerkiksi yleinen virhekäsitys on se, että kaikkien äärellisen kvanttikaivon ratkaisevien 
aaltoyhtälöiden on poikettava nollasta klassisesti kielletyllä alueella [9]. Tämä tarkoittaisi 
sitä, ettei yksikään aaltofunktio, joka menee nollaan jo kaivon sisällä, olisi sallittu 
aaltofunktio [9]. Äärellisessä kvanttikaivossa hiukkasella toki voi olla jokin 
todennäköisyys löytyä klassisesti kielletystä alueesta, mutta on olemassa tilanteita, joissa 
hiukkasta ei voi löytää kaivon ulkopuolelta. Vaikka aaltoyhtälö menee nollaan jo kaivon 
sisällä, se ei automaattisesti tarkoita sitä, että se ei kelpaa ratkaisuksi. Jos aaltoyhtälö 
toteuttavaa vaadittavat ehdot, eli jatkuvuuden ja Schrödingerin yhtälön, ei ole mitään 
syytä sulkea sitä pois mahdollisista aaltofunktioista. 
Usein toistuva ongelma on erottaa toisistaan sellaiset tilanteet, joissa hiukkanen on sidottu 
kvanttikaivoon ja joissa hiukkanen on vapaa. Vangituissa tiloissa aaltofunktio lähenee 
nollaa edettäessä molempiin suuntiin x-akselilla, kun taas vapaissa tiloissa näin ei ole [9]. 
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Sidotun tilan hiukkasen aaltofunktion voi aina normittaa, kun taas vapaalle tilalle näin ei 
ole. Yleinen virhekäsitys on se, että aaltofunktio on aina mahdollista normittaa [9]. 
Tämän lisäksi opiskelijat usein väittävät, että tilanteesta riippumatta energialle on 
olemassa vain joitain sallittuja arvoja [9]. Sidotun hiukkasen tapauksessa näin on: 
energialle on vain joitakin sallittuja arvoja. Vapaalle hiukkaselle tämä ei kuitenkaan päde, 
vaan vapaan hiukkasen energialle ei ole mitään rajoitusta. 
Schrödingerin yhtälön ratkaisujen muoto on opiskelijoille suhteellisen helppo aihe, kun 
tilanteena on kvanttikaivo tai potentiaalienergiaporras. Kuitenkin, kun 
potentiaalienergian funktio ei ole tyypillinen kvanttikaivo, opiskelijoilla on vaikeuksia 
määrittää Schrödingerin yhtälön ratkaisun muoto. Eräs selitys tälle on se, että tällaisia 
epätavallisia tilanteita käsitellään harvoin kvanttifysiikan kursseilla [2], jolloin opiskelijat 
eivät pysty ratkaisemaan tehtävää minkään valmiin mallin pohjalta, vaan sen 
ratkaiseminen edellyttää aiempien tietojen soveltamista. Tämä ei tutkimusten mukaan 
onnistu itsenäisesti, mutta opiskelijat osaavat ratkaista tehtävän muutamien 
johdattelevien kysymyksien avulla [2]. 
4.2 Ongelmia aalto-hiukkasdualismissa 
Varsinkin jo edellä mainittu kaksoisrakokoe elektroneilla aiheuttaa ongelmia 
opiskelijoille: elektronia pidetään hiukkasena, eikä ajatella, että sillä voisi olla aaltomaisia 
ominaisuuksia [9]. Lisäksi ongelmia voi aiheuttaa se, että nämä eri ominaisuudet voivat 
ilmetä hyvin lyhyen aikavälin sisällä: elektroni käyttäytyy aaltomaisesti läpäistessään 
kaksoisrakokokeessa molemmat raot yhtä aikaa, mutta heti perään käyttäytyy kuin 
hiukkanen törmätessään detektoriin vain yhdessä pisteessä [9]. 
Klassisen fysiikan opetuksen jälkeen tämä voi olla vaikea ymmärtää: jos klassisen 
mekaniikan puitteissa hiukkasia käsitellään aina Newtonin laeilla, ei ole hankalaa nähdä, 
että miksi hiukkaselle on vaikea hyväksyä aallon ominaisuuksia, joita klassinen fysiikka 
ei kykenekään selittämään. 
Lisäongelmia aiheuttaa se, että ilmiön havaitseminen muuttaa ilmiötä. Otetaan 
esimerkiksi elektronien kaksoisrakokoe. Mikäli ainoastaan detektoria tarkastellaan, 
syntyy sinne interferenssikuvio elektronien interferoidessa itsensä kanssa. Kuitenkin jos 
halutaan tarkastella sitä, miten elektronit läpäisevät molemmat raot yhtä aikaa, 
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interferenssikuvio katoaa kun elektronit eivät enää läpäisekään kuin yhden raon 
kerrallaan. Klassisessa fysiikassa ilmiön havainnointi ei aiheuta muutoksia ilmiöön, 
jolloin kvanttimekaniikkaan siirryttäessä oletetaan helposti, että tämä pätee tapauksesta 
riippumatta. Klassisen fysiikan lainalaisuudet eivät kvanttifysiikassa päde, jolloin niiden 
soveltaminen johtaa virheellisiin päätelmiin. 
4.3 Mittaaminen 
Kvanttifysiikassa mittaaminen ei ole samanlaista kuin klassisessa fysiikassa. Kuten jo 
edellä on todettu, ilmiön havainnointi muuttaa ilmiötä. Siispä ei ole odottamatonta, että 
opiskelijoilla on usein vaikeuksia kvanttifysikaalisten mittausten käsittelyssä. 
Kööpenhaminan tulkinnan mukaan kvanttifysikaalinen ilmiö on kaikkien mahdollisten 
tilojensa superpositiossa ennen kuin systeemin tilaa tarkastellaan mittauksen avulla. 
Tämä tarkoittaa sitä, että ilmiöstä ei voida sanoa mitään varmaksi ennen kuin mittaus 
suoritetaan. Mittauksen jälkeenkin ilmiöön liittyy epätarkkuutta [10]. Tällöin 
aaltofunktioiden superpositio romahtaa vain yhdeksi aaltofunktioksi. Tämän jälkeen 
tehtävä mittaus antaa mittaustarkkuuden rajoissa tulokseksi juuri tämän aaltofunktion 
mukaisen tuloksen [11]. Tällöin siis mitattaessa hiukkasen energia, saadaan sille yhtä 
energian ominaistilaa vastaava energian ominaisarvo. Myöhemmät mittaukset antavat 
tulokseksi tämän saman energian, mikäli systeemin tila ei muutu mittausten välillä. 
Kuitenkin mittaaminen vaikuttaa mitattavaan kohteeseen. Tällöin mitattaessa kahta 
toisistaan riippumatonta suuretta, ei ensimmäisen mittauksen jälkeen voida sanoa toisesta 
mittauksesta mitään varmaa [11]. Esimerkiksi kvanttikaivoon vangitun elektronin paikan 
mittaamisen jälkeen, monet opiskelijat olettavat virheellisesti, että elektronilla on 
varmasti sen alkuperäinen energia, tai että elektronilla ei mitenkään voi olla alkuperäistä 
energiaa. Kuitenkin paikan mittaaminen ei auta meitä määrittämään elektronin energiaa, 
vaan mittaus elektronin energiasta voi antaa tulokseksi alkuperäisen energian, tai minkä 
tahansa muun sallitun energian arvon [11]. Tällöin siis kahden samanlaisen peräkkäisen 
mittauksen suorittaminen voi antaa tulokseksi eri arvoja jokaisella kerralla. 
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4.4 Energia tunneloitumisessa  
Eräs yleinen virhekäsitys on se, että tunneloitumisessa hiukkasen energia putoaa 
alkuarvostaan tunneloitumisen seurauksena. Tämän virhekäsityksen syntymiselle on 
esitetty useita mahdollisia syitä. 
Eräs näistä syistä on hiukkasen energian ja aaltofunktion sekoittuminen toisiinsa [9]. 
Yleensä hiukkasen energia ja aaltofunktio piirretään samaan kuvaan siten, että eri 
energiatasolla olevien hiukkasten energiat piirretään päällekkäin. Tästä voi seurata se, 
että energiat ja aaltofunktiot mielletään samaksi asiaksi [9]. Tunneloitumisessa 
aaltofunktio muuttuu estettä läpäistäessä, ja esteen toisella puolella aaltofunktion 
amplitudi on pienempi. Tällöin on helppo ajatella, että hiukkasen energiankin täytyy olla 
pienempi, vaikka näin ei todellisuudessa ole. Hiukkasen aaltofunktiosta ei voida suoraan 
päätellä, mikä hiukkasen energia on. 
Toinen syy voi olla klassisen fysiikan soveltaminen tapaukseen, johon sitä ei voida 
soveltaa [9][12]. Tunneloitumista ajatellaan esimerkiksi kivenä, joka heitetään lasin läpi. 
Kiven liike-energia ennen lasia on suurempi kuin lasin jälkeen, koska liike-energiaa on 
muuttunut muihin muotoihin lasin särkemisessä. Kun tämä ajattelumalli yritetään 
soveltaa potentiaalienergiavalliin ja tunneloitumiseen, virheellinen johtopäätös on se, että 
hiukkasen on täytynyt menettää energiaa esteen läpäistessään. Yleisiä perusteluja tähän 
ovat mm. ”hiukkanen menettää energiaa törmätessään esteeseen” ja ”esteen 
läpäisemiseen tarvitaan energiaa” [9].  
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Luku V 
5 Menetelmät 
Tässä luvussa käsitellään tutkimusaineiston keruu sekä aineiston analysointi. 
5.1 Aineistonkeruu 
Tämän tutkimuksen aineisto kerättiin käyttämällä kvanttimekaniikan käsitteellistä testiä, 
joka on suomennettu McKaganin, Perkinsin ja Wiemanin alkuperäisestä testistä Quantum 
mechanics conceptual survey [2]. Tämän lisäksi jokaiseen kysymykseen lisättiin 
alkuperäisestä poiketen perusteluosio, jossa opiskelijan tuli perustella vastaustaan omin 
sanoin. Tämä suomennettu testi on esitetty liitteessä A. 
Testi koostui kahdestatoista monivalintakysymyksestä, joissa kussakin käsiteltiin jotain 
kvanttimekaniikan keskeistä teemaa. Opiskelijoiden tuli valita annetuista vaihtoehdoista 
kysymykseen omasta mielestään parhaiten sopiva vaihtoehto. Testi on yleinen 
opiskelijoiden kvanttimekaniikan käsityksiä testaava testi, jolla on tarkoitus mitata eri 
opetustapojen suhteellista tehokkuutta, ja sitä on pääasiassa käytetty aineopintotasolla 
[2]. 
Testin tekemiseen opiskelijoilla oli aikaa puoli tuntia. Testiin vastasi 16 opiskelijaa, joista 
14 oli miehiä ja kaksi naisia. Opiskelijat vastasivat testiin opettajille suunnatun fysiikan 
syventävän kurssin aikana. Kaikki testin tehneet olivat kolmesta kuuteen vuoteen 
opiskelleita opettajaopiskelijoita, joiden pääaineena oli joko matematiikka tai fysiikka. 
Kaikkien opiskelijoiden aiemmat opinnot olivat hyvin samanlaiset, ja jokainen oli käynyt 
aineopintotason kvantti- ja atomifysiikan kurssin. 
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5.2 Analyysi 
Aineiston keräämisen jälkeen vastauksille suoritettiin aineistolähtöinen sisällönanalyysi, 
jota aiemmat tutkimukset ohjasivat [13]. Opiskelijoiden vastaukset kerättiin taulukkoon 
kysymyksittäin. Tämän jälkeen vastaukset eroteltiin kategorioihin perustelun sekä 
vastauksen paikkansapitävyyden perusteella [13]. Kategorioita olivat siis esimerkiksi 
”oikea vastaus, oikea perustelu” sekä ”väärä vastaus, ei perustelua”. Tämän lisäksi jos 
opiskelija oli jättänyt tehtävään vastaamatta, kategorisoitiin vastaus kategoriaan ”tyhjä”. 
Väärien vastauksien perusteluihin kiinnitettiin erityisesti huomiota. Niiden tapauksessa 
vastauksia pyrittiin kategorisoimaan saman virhekäsityksen tai puutteellisen 
päättelyketjun alle. Aiemmat tutkimukset auttoivat muodostamaan nämä kategoriat. 
Pyrittiin siis löytämään opiskelijoilta toistuvia virhekäsityksiä tai -päätelmiä, jotka 
mahdollisesti esiintyisivät aiemmissa tutkimuksissa. 
Kuitenkin myös oikeiden vastauksien perusteluja tarkasteltiin. Vaikka opiskelija 
vastaisikin kysymykseen oikein, on kuitenkin mahdollista, että taustalla on vielä jokin 
virheellinen käsitys. Pyrittiin siis selvittämään, vastasivatko opiskelijat vahingossa tai 
veikkaamalla oikein, vai oliko heillä oikea päättelyketju tehtävän ratkaisussa. 
Tämän jälkeen kysymys kerrallaan tutkittiin, oliko löydettävissä selviä virhekäsityksiä 
opiskelijoiden keskuudessa. Löydettyjä virhekäsityksiä verrattiin aiempiin tutkimuksiin 
ja analyysin pohjalta vedettiin johtopäätöksiä [13]. 
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Luku VI 
6 Tulokset 
Tässä luvussa esitellään tuloksia ja johtopäätöksiä. Tulokset on jaoteltu tehtävittäin. 
6.1 Vastaukset ja tulokset tehtävittäin 
Oikeiden vastauksien lukumäärät tehtävittäin on esitetty kuvassa 6.1. Lisäksi kuvassa on 
esitetty tyhjien vastauksien sekä väärien vastauksien lukumäärät. Jokaisen kysymyksen 
keskeisin teema on esitetty kuvassa kysymyksen kohdalla. 
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Kuva 6.1. Oikeiden, tyhjien sekä väärien vastauksien lukumäärät tehtävittäin, N = 16. 
Seuraavaksi käydään läpi yksitellen jokainen tehtävä sekä opiskelijoiden vastauksista ja 
perusteluista mahdollisesti löydetyt virhekäsitykset. Jokainen tehtävä on esitelty 
pääpiirteittäin ja niiden keskeinen oppimistavoite on mainittu [2]. 
6.1.1 Energian kvantittuminen 
Ensimmäisessä tehtävässä elektroni siirtyi korkeammalta viritystilalta alemmalle 
viritystilalle emittoiden samalla valoa. Opiskelijoiden tuli selvittää, mitä tapahtuu, kun 
näiden viritystilojen välinen energia kasvaa. Tehtävä siis testasi sitä, että ymmärtävätkö 
opiskelijat yhden fotonin saavan koko vapautuvan energian, ja että emittoituvan valon 
aallonpituus on kääntäen verrannollinen energiaan. Yksitoista opiskelijaa vastasi tähän 
kysymykseen oikein, ja yksi opiskelija jätti tehtävän tyhjäksi. Loput neljä vastasivat 
väärin. 
Kaikki oikein vastanneet osasivat perustella päättelynsä oikein. Väärin vastanneista kaksi 
sekoitti taajuuden ja aallonpituuden keskenään, yksi oletti fotonien määrän kasvavan 
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energian kasvaessa ja yksi jätti perustelematta. Mitään selkeää, toistuvaa käsitteellistä 
virhettä ei opiskelijoilla ollut. 
6.1.2 Yksi mittaus 
Toisessa tehtävässä opiskelijoiden tuli määrittää, mikä tulos saadaan, kun mitataan 
perustilalla olevan elektronin etäisyys vetyatomin ytimestä. Tehtävä siis testasi 
opiskelijoiden käsitystä epätarkkuusperiaatteesta. Yksitoista opiskelijaa vastasi tehtävään 
oikein ja viisi vastasi väärin. 
Oikeita perusteluja oli kaiken kaikkiaan kymmenen. Kuitenkin vain kahdeksan näistä 
johti myös oikeaan vastaukseen, kun taas kaksi opiskelijaa valitsi oikein perusteltuaan 
väärän vastausvaihtoehdon. Loput oikein vastanneista eivät perustelleet vastaustaan. 
Väärin vastanneiden keskuudesta ei noussut esille mitään yhtenäistä virhekäsitystä. Yksi 
opiskelija oletti todennäköisyyden löytää elektroni olevan vakio kaikilla etäisyyksillä 
atomin ytimestä kun taas yksi ei muistanut ottaa epätarkkuusperiaatetta huomioon. 
6.1.3 Fotonin energiatilat 
Kolmannessa tehtävässä elektroni on alimmalla energiatasollaan. Opiskelijoiden piti 
kertoa, mikä on matalin mahdollinen energia fotonille, jonka tämä elektroni voi 
absorboida. Tehtävässä siis haluttiin selvittää, ymmärtävätkö opiskelijat vain sellaisten 
energioiden, jotka virittävät elektronin seuraavalle energiatilalle, olevan sallittuja. 
Kolmetoista opiskelijaa vastasi tähän tehtävään oikein ja loput kolme väärin. 
Väärin vastanneista yksi oletti kaikkien energioiden olevan sallittuja, yksi arvasi väärin 
ja yhden perustelu katkesi kesken ensimmäisen lauseen jälkeen, jääden näin 
merkityksettömäksi tehtävän kannalta. Oikein vastanneet joko perustelivat oikein tai 
jättivät vastauksensa perustelematta. Mitään laajempaa virhekäsitystä ei siis ollut, vaan 
tehtävään osattiin pääasiassa vastata hyvin. 
6.1.4 Hiukkasen rata 
Neljännessä tehtävässä opiskelijoiden piti tietää, kulkeeko elektroni, johon ei vaikuta 
ulkoisia voimia, pitkin sinikäyrän muotoista rataa. Tehtävässä siis pyrittiin selvittämään, 
miten opiskelijat ymmärtävät elektronin aaltoluonteen vaikuttavan sen hiukkasmaiseen 
etenemiseen. Kaksitoista opiskelijaa vastasi tähän tehtävään oikein, yksi jätti tehtävän 
tyhjäksi ja loput kolme vastasivat väärin. 
36 
 
Usea opiskelija oletti jostain syystä elektronin olevan ympyräradalla, vaikka 
tehtävänannossa kerrottiin, ettei elektroniin vaikuta ulkoisia voimia. Yksi näin 
olettaneista opiskelijoista päätyi väärään vastaukseen. Yksi opiskelija käsitteli elektronia 
sähkömagneettisena aaltona, ja kolmas väärin vastannut arvasi. Oikein vastanneista kaksi 
perusteli oikein, kolme ei perustellut, ja loppujen perustelut olivat jollain tavalla 
virheellisiä tai ne eivät liittyneet kysyttyyn aiheeseen. Eräs esimerkiksi yritti soveltaa 
epätarkkuusperiaatetta. Kuitenkaan mitään yhtenäistä virheellistä perustelua 
opiskelijoilla ei esiintynyt. 
6.1.5 De Broglien aallonpituus 
Viidennessä tehtävässä opiskelijoiden tuli määrittää samalla vauhdilla liikkuvien 
elektronin ja neutronin de Broglien aallonpituuksien suhde, eli käytännössä soveltaa 
yhtälöä (3.3). Ehkä hieman yllättäen opiskelijoilla oli näinkin yksinkertaisessa tehtävässä 
ongelmia. Oikein tähän tehtävään vastasi kuusi, yksi jätti tehtävän tyhjäksi ja loput 
yhdeksän vastasivat väärin. 
Virheellisiä ajatuksia opiskelijoilla oli useita erilaisia, joskin monet niistä vaikuttivat 
olevan yhtälön muistamiseen liittyviä, tai sitten elektronin ja neutronin ominaisuuksiin 
liittyviä. Esimerkiksi kaksi opiskelijoista virheellisesti oletti, että elektronin massa on 
suurempi kuin neutronin. Lisäksi osa oletti elektronin ja neutronin nopeuden olevan 
valonnopeus, vaikka näin ei ole. Osa opiskelijoista unohti liikemäärän sekä 
aallonpituuden välisen yhteyden (3.3). Tämä sekoitettiin siten, että aallonpituus oli 
suoraan verrannollinen liikemäärään. 
Taustalla ei vaikuttanut olevan mitään erikoisempaa virhekäsitystä, vaan ongelmat 
liittyivät asioiden muistamiseen. Tämä ei toki sulje pois virhekäsityksiä, mutta näistä 
perusteluista sitä ei voinut päätellä. Lisäksi noin kolmasosa vastauksista, osa oikeita ja 
osa vääriä, oli joko arvauksia tai perustelemattomia. Mitään unohtamista suurempaa 
yhteistä teemaa ei ollut havaittavissa. 
6.1.6 Kaksi mittausta 
Kuudennessa tehtävässä elektroni on äärettömässä potentiaalienergiakaivossa alimmalla 
energiatilalla. Tämän jälkeen elektronin paikka mitataan, jonka jälkeen opiskelijoiden tuli 
selvittää, mitä saadaan tulokseksi kun saman elektronin energia mitataan. Yhdeksän 
opiskelijaa vastasi tehtävään oikein, ja seitsemän vastasi väärin. 
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Kolmasosa oikein vastanneista oli antanut vastaukselleen väärän perustelun. Yksi näistä 
ehdotti elektronin tuhoutuvan mittauksessa, vaikka tehtävänannossa kerrottiin, että 
mittaukset tehdään samalle elektronille. Muut kaksi perustelua eivät olleet 
merkityksellisiä tehtävän kannalta. Kuitenkin loput oikein vastanneista osasivat 
perustella vastauksensa oikein. 
Epätarkkuusperiaatteen soveltaminen oli väärin vastanneille opiskelijoille haastavaa. 
Kaikki väärin vastanneiden ja perustelleiden ongelmat liittyivät epätarkkuusperiaatteen 
soveltamiseen. Vaikka muutamassa perustelussa sovellettiin epätarkkuusperiaatetta, niin 
tästä huolimatta oli vedetty väärät johtopäätökset. Eräs tällainen perustelu oli 
”Heisenbergin epätarkkuusperiaate. Mittaus romahduttaa aaltofunktion, joten energia ei 
voi olla enää E1”, jossa E1 on elektronin alkuperäinen energia. Toistuva teema oli se, että 
koska mittauksessa on mukana epätarkkuutta, niin tulos ei mitenkään voi olla 
alkuperäinen, vaan sen on täytynyt muuttua. Unohdettiin siis se, että tulos voi olla sama 
mutta siitä ei voida epätarkkuusperiaatteen vuoksi sanoa sen enempää. 
6.1.7 Elektronin tunneloituminen 
Seitsemännessä tehtävässä elektroni tunneloituu potentiaalienergiavallin läpi. 
Opiskelijoiden tuli määrittää, mitä elektronin energialle tapahtuu tunneloitumisen 
seurauksena. Tähän tehtävään oikein vastasi viisi opiskelijaa, ja yksitoista opiskelijaa 
vastasi väärin. 
Tunneloitumisen tapauksessa väärin vastanneiden opiskelijoiden perusteluissa näkyi 
selvästi ajatus, että elektroni menettää energiaansa tunneloituessaan 
potentiaalienergiavallin läpi. Vain yhden väärin vastanneen opiskelijan mielestä 
elektronin energia kasvoi tunneloitumisessa. Loppujen mielestä elektroni menetti 
energiaa; eräs perusteluista vertasi tunneloitumista pallon vierimiseen mäen päälle. Loput 
sanoivat potentiaalienergiavallin absorboivan elektronin energiaa. Kuitenkin usea 
perustelu sisälsi epävarmuutta. Neljä opiskelijaa perusteli ensin potentiaalienergiavallin 
kuluttavan elektronin energiaa, mutta lopuksi ilmaisi, ettei ollut vastauksestaan lainkaan 
varma. 
Ainakin osa väärin vastanneista opiskelijoista yritti selvästi soveltaa tunneloitumiseen 
klassisen fysiikan periaatteita, joka on tunneloitumisen tapauksessa hyvin yleinen 
virhekäsitys [9]. Moni vääristä vastauksista oli myös arvauksia tai perustelemattomia, 
jolloin vaikuttaa siltä, että tunneloituminen ei ole monella opiskelijalla tuoreessa 
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muistissa; kaikki opiskelijat ovat käyneet aineopintotason kvantti- ja atomifysiikan 
kurssin, jonka kurssisisältöön tunneloituminen kuuluu. Opiskelijoiden heikot muistikuvat 
kävivät ilmi myös osasta oikeiden vastauksien perusteluista, jotka olivat osittain 
puutteellisia; osasta oikeista vastauksista puuttuivat perustelut kokonaan, jolloin ei voi 
olla varma, oliko kyseessä tieto vai arvaus. Vain yksi opiskelija osasi perustella 
vastauksensa oikein. 
6.1.8 Äärelliseen kvanttikaivoon liittyvät tehtävät 
Äärelliseen kvanttikaivoon liittyi kaksi tehtävää, tehtävät 8 ja 9. Ensimmäisessä niistä 
hiukkanen on sidottu kaivoon, kun taas jälkimmäisessä hiukkanen on vapaa. Molemmissa 
tehtävissä kysytään, minkälaiset energian arvot ovat sallittuja, jos mitkään. 
Kahdeksanteen tehtävään oikein vastasi kolmetoista, ja yhdeksänteen tehtävään 
seitsemän. Tyhjäksi kahdeksannen tehtävän jätti yksi, ja yhdeksännen tehtävän tyhjäksi 
jätti kolme opiskelijaa. Loput vastasivat väärin. 
Oikeiden vastauksien lukumäärä on tehtävässä 8 suurempi, mutta siinä oikein 
vastanneiden kesken oli enemmän virhekäsityksiä. Moni perusteli vastaustaan sillä, että 
energia ei voi olla suurempi kuin potentiaalienergia, jolloin energia ei voi saada arvoja 
kuin nollan ja potentiaalienergian välillä. Sinällään tämä pitää paikkansa, mutta tämä 
rajoitus annetiin jo tehtävänannossa. Tehtävässä pyrittiin itse asiassa testaamaan sitä, että 
ymmärtävätkö opiskelijat vain seisovia aaltoja vastaavien energioiden olevan sallittuja. 
Monet opiskelijat siis saivat oikean vastauksen, vaikka heidän perustelunsa eivät olleet 
oikeat. 
Vapaan hiukkasen tapauksessa virheellisiä käsityksiä oli kahta päätyyppiä. Ensimmäinen 
niistä oli se, että hiukkasen kokonaisenergia ei voi olla suurempi kuin sen 
potentiaalienergia. Tämä vaikuttaa olevan ongelma tilanteen ymmärtämisessä, sillä 
kyseessä on hiukkasen potentiaalienergia eikä jokin ulkoinen potentiaalikuoppa. Toinen 
virhekäsitys puolestaan oli se, että potentiaalienergiakaivo rajoittaa edelleen sallittuja 
energiatiloja, vaikka vapaassa tilanteessa ei synnykään seisovia aaltoja. Opiskelijat siis 
yrittivät soveltaa tietojaan kvanttikaivosta virheellisesti. 
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6.1.9 Schrödingerin yhtälön ratkaisujen muoto 
Kymmenennessä tehtävässä opiskelijoille esitettiin potentiaalienergian funktio. 
Opiskelijoiden tuli valita annetuista todennäköisyystiheyden funktioista se, joka 
parhaiten kuvaa kyseiseen kvanttikaivoon syntyvää aaltofunktiota. Kaksi opiskelijaa 
vastasi tähän kysymykseen oikein, neljä jätti tehtävän tyhjäksi ja kymmenen vastasi 
väärin. 
Oikein vastanneista vain toinen oli perustellut vastaustaan, ja sekin oli perusteltu vain 
aallonpituuden osalta. Yleisin virhekäsitys väärin vastanneilla opiskelijoilla oli se, että 
ratkaisun muodolla ei ole väliä, kunhan se vain on oskilloiva ja pysyy 
potentiaalienergiakaivon sisäpuolella. Tällöin siis amplitudilla tai aallonpituudella ei olisi 
merkitystä, vaan ne saisivat olla mielivaltaiset. 
Tämän lisäksi useasta vastauksesta kävi ilmi, ettei tilannetta ajateltu lainkaan hiukkasen 
kineettisen energian kannalta. Tällöin ei saatu linkkiä hiukkasen nopeuteen ja täten 
aikaan, jonka se viettää kussakin potentiaalienergiakaivon osassa, mitä kautta voidaan 
päätellä amplitudi. Lisäksi kineettisen energian avulla saadaan hiukkasen liikemäärä ja 
sitä kautta aallonpituus.  
Sen sijaan opiskelijat yrittivät päätellä aallonpituuden suoraan potentiaalienergiasta tai 
yrittivät miettiä, minkälaiselta näyttää stabiilein tila, ilman minkäänlaisia perusteita. 
Opiskelijat siis yrittivät soveltaa aikaisempia tietojaan, mutta eivät tienneet, että mitkä 
tiedot sopivat juuri tähän tehtävään. 
6.1.10 Todennäköisyystiheys 
Yhdennessätoista tehtävässä opiskelijoille esitettiin aaltofunktio, johon oli merkattu 
kolme aluetta. Opiskelijoiden tehtävänä on määrittää, missä alueessa hiukkanen 
todennäköisimmin on asettamalla todennäköisyydet suuruusjärjestykseen. Käytännössä 
testattiin siis sitä, ymmärtävätkö opiskelijat aaltofunktion ja todennäköisyystiheyden 
välisen yhteyden. Yksitoista opiskelijaa vastasi tähän tehtävään oikein, neljä jätti 
vastaamatta ja yksi vastasi väärin. 
Pääosin opiskelijoiden perustelut olivat oikeita tai vain hieman puutteellisia. Esimerkiksi 
eräs tarkasteli vain alueen etäisyyttä x-akselista, eikä maininnut aaltofunktion ja 
todennäköisyystiheyden välisestä yhteydestä mitään. Ainoa väärä vastaus oli 
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perustelematon, joten virhekäsityksiä ei tässä tehtävässä juuri havaittu. Kuitenkin tyhjiä 
vastauksia oli useita, jolloin tilanne ei ole aivan kaikille opiskelijoille tuttu. 
6.1.11 Kaksoisrakokoe 
Viimeisessä tehtävässä esitetään kaksoisrakokokeen asetelma. Siinä fotoneja ammutaan 
yksi kerrallaan kaksoisraon läpi siten, että ne muodostavat varjostimelle 
interferenssikuvion. Opiskelijoita pyydettiin valitsemaan annetuista vaihtoehdoista se, 
joka kuvaa parhaiten fotonin käyttäytymistä kaksoisraon kohdalla, ja mitä siitä voidaan 
havaita. Kuusi opiskelijaa vastasi tehtävään oikein, kaksi jätti tehtävän tyhjäksi ja 
kahdeksan vastasi väärin. 
Vääristä vastauksista nousi esille kaksi erilaista ajattelumallia. Ensimmäinen niistä oli se, 
että fotoni kulkee aina vain yhden raon läpi. Tällöin fotoni ei siis interferoisi itsensä 
kanssa, mutta tätä opiskelijat eivät perusteluissaan maininneet. Nämä opiskelijat siis 
unohtivat aalto-hiukkasdualismin vastatessaan ja he käsittelivät fotonia vain hiukkasena. 
Toinen ajattelutapa oli se, että on mahdotonta määrittää, että meneekö fotoni yhden vai 
molempien rakojen läpi. Tämä vastaus on erään tulkinnan mukaan oikea vastaus tähän 
kysymykseen, mutta testin tekijät eivät ole tarkoittaneet sitä oikeaksi [2]. Kuitenkaan 
yksikään tämän ajattelumallin valinnut opiskelija ei perustellut sitä tämän tulkinnan 
avulla. Oikein vastanneet opiskelijat joko perustelivat valintansa oikein tai jättivät 
vastauksensa perustelematta. 
6.2 Yhtäläisyyksiä aiempiin tutkimuksiin 
Selvin yhtäläisyys tämän tutkielman sekä aiempien tutkimuksien välillä oli 
tunneloitumisen haasteellisuus sekä sen virhekäsitykset. Opiskelijoiden uskomus, että 
elektroni menettää energiaansa tunneloituessaan potentiaalienergiavallin läpi on hyvin 
yleinen ajattelumalli, ja se kävi myös ilmi tässä tutkielmassa opiskelijoiden antamista 
vastauksista sekä niiden perusteluista. 
Toinen vahva yhtäläisyys oli se, miten haastava epätavallinen potentiaalienergian funktio 
on opiskelijoille. Aiemmassa tutkimuksessa [2] kävi ilmi, etteivät opiskelijat onnistu 
ratkaisemaan tehtävää itsenäisesti soveltamalla aiempaa tietoaan, ja tämän tutkielman 
tulokset ovat samansuuntaiset: tätä tutkielmaa varten tehtyyn kyselyyn vastanneet 
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opiskelijat yrittivät kyllä soveltaa tehtävään aiempia tietojaan, mutteivat osanneet 
soveltaa oikeita tietoja, jolloin he eivät kyenneet ratkaisemaan tehtävää. Osaltaan 
opiskelijoiden ongelmiin tässä tehtävässä vaikuttaa myös se, että aineopintotason kvantti- 
ja atomifysiikan kurssilla epätavallisia potentiaalienergian funktioita käydään läpi vain 
harvoin. Tämä esitettiin myös aiemmassa tutkimuksessa [2] erääksi syyksi ongelmiin 
epätavallisen potentiaalienergian funktion tilanteessa. 
Yhtäläisyyksiä löytyi myös opiskelijoiden vaikeuksista epätarkkuusperiaatteen 
soveltamisessa, varsinkin kun kyseessä oli kahden peräkkäisen mittauksen tapaus. 
Aiemmissa tutkimuksissa opiskelijoille oli ollut haastavaa määrittää mahdolliset 
mittaustulokset elektronin energian arvolle, kun saman elektronin paikka oli ensin 
mitattu. Myös tässä tutkielmassa törmättiin vastaaviin virhekäsityksiin. 
Laajempana virhekäsityksien teemana opiskelijat yrittivät soveltaa klassista fysiikkaa 
kvanttifysiikan tilanteissa, minkä seurauksena opiskelijoiden vastaukset olivat myös 
virheellisiä. Klassisen fysiikan soveltaminen kvanttimekaniikan tapauksiin on myös 
yleinen virheellinen ajattelumalli, ja tässä tutkielmassa tämä ajattelumalli oli 
löydettävissä useasta eri perustelusta. 
6.3 Opiskelijoiden vahvuusalueita 
Aikaisemmat tutkimukset keskittyvät pääasiassa opiskelijoiden virhekäsityksiin sekä 
näiden virhekäsityksien selittämiseen. Opiskelijoilla kuitenkin on sellaisia osa-alueita, 
joihin he osaavat vastata paremmin kuin toisiin. Tähän tutkielmaan vastanneilla 
opiskelijoilla vahvuusalueita olivat elektronin sallitut energiatilat, kvantittuminen sekä 
todennäköisyystiheyden määrittäminen Schrödingerin yhtälön ratkaisun muodon 
perusteella. Epätarkkuusperiaate osattiin myös yksinkertaisessa yhden mittauksen 
tapauksessa, vaikka ongelmia ilmenikin monimutkaisemmassa tilanteessa. 
Kaikissa edellä mainituissa tilanteissa opiskelijat osasivat vastata tehtävään oikein ja 
perustella vastauksensa valtaosin oikein. Vääriä vastauksia toki esiintyi, mutta mitään 
laajempaa virhekäsitystä opiskelijoilla ei esiintynyt, vaan väärät vastaukset olivat 
yksittäisiä virheitä. 
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Luku VII 
7 Pohdinta 
Tässä luvussa esitetään pohdintaa tuloksista, suosituksia opetusta varten sekä ideoita 
jatkotutkimuksia varten. 
7.1 Tuloksista 
Tähän tutkielmaan kerätty aineisto on kooltaan varsin suppea, kun testin teki vain 
kuusitoista opettajaopiskelijaa. Lisäksi kaikki testin vastanneet olivat opiskelleet 
kolmesta kuuteen vuotta, ja käyneet jotakuinkin samat kurssit. Tällöin testiin vastannut 
ryhmä on suhteellisen homogeeninen, jolloin on vältettävä liiallisten yleistyksien 
tekemistä. 
Tästä huolimatta tämänkin tutkielman pohjalta voidaan tehdä päätelmiä, varsinkin jos 
jossain aikaisemmissa tutkimuksissa on saatu samankaltaisia tuloksia. Aiemmin 
raportoituja yleisiä virhekäsityksiä esiintyi tässäkin tutkielmassa useaan otteeseen, jolloin 
ei ole täysin perustelematonta väittää opiskelijoilla esiintyvän tällaisia virheellisiä 
ajattelumalleja. Kuitenkin on varottava sitä, ettei tuloksia tulkita puhtaasti aiempien 
tutkimusten pohjalta. Aiemmat tutkimukset saattavat ohjata tehtyjä tulkintoja siten, että 
tulokset ovat aiempien tutkimuksien mukaisia. 
Tässä tutkielmassa käytetyn QMCS-testin kysymykset eivät kaikki ole yhtä hyviä 
paljastamaan opiskelijoiden virhekäsityksiä. Vaikka tehtäviin tätä tutkielmaa varten 
lisättiin perusteluosiot, ei kaikissa kysymyksissä silti päästy käsiksi opiskelijoiden 
päättelyprosessiin. Osaltaan tähän vaikutti myös se, etteivät kaikki opiskelijat perustelleet 
vastauksiin, ja osaltaan se, että osaan tehtävistä täysin oikean perustelun kirjoittamiseen 
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olisi kulunut paljon aikaa. Kun koko testiin oli varattu aikaa vain puoli tuntia, 
opiskelijoiden ei ollut mahdollista kirjoittaa seikkaperäistä perustelua jokaiseen 
tehtävään. 
Tämän lisäksi testin heikkoutena on sen suppeus. Samaa teemaa ei käsitellä useammasta 
eri näkökulmasta, vaan kaikki virhekäsitykset olisi havaittava yhden kysymyksen 
perusteella. Jossain määrin tämä on toki mahdollista, varsinkin jos halutaan löytää jokin 
tietty tunnettu virhekäsitys. Ei kuitenkaan voida olla varmoja siitä, että missä kohtaa 
opiskelijan päättelyprosessia virhe tapahtuu, jos samasta aiheesta ei kysytä kuin yksi 
kysymys. Tällöin aineiston tulkinta voi vaihdella tulkitsijasta riippuen. 
7.2 Suosituksia kvanttifysiikan opetusta varten 
Osaltaan on mahdollista, että tämän tutkielman tulokset heijastavat opetuksen painotuksia 
aineopintotason kvantti- ja atomifysiikan kurssilla, sillä se oli ainoa aiheeseen liittyvä 
kurssi, jonka kaikki opiskelijat olivat käyneet. Tällöin tämän tutkielman pohjalta olisi 
mahdollista kohdistaa opetusta erityisesti niihin ongelmakohtiin, joita tässä tutkielmassa 
löytyi. Kuitenkin kuudentoista opiskelijan otos on pieni, jolloin muutoksien on syytä olla 
ainakin aluksi varovaisia. 
Varsinkin tulevan opettajan uran kannalta olisi tärkeää, että kvanttimekaniikasta olisi 
edes jonkinlainen peruskäsitys, vaikka esimerkiksi lukiossa kvanttifysiikkaan ei tutustuta 
kuin vain pintaraapaisun verran. Kaikki tähän tutkielmaan osallistuneet opiskelijat olivat 
opettajaopiskelijoita, jolloin heidän virhekäsityksensä heijastavat ainakin jollakin tasolla 
puutteita kvanttifysiikan opetuksessa. 
Tämän tutkielman tuloksien pohjalta vaikuttaisi siltä, että ainakin tunneloitumiseen tulisi 
kiinnittää enemmän huomiota. Kyseessä on hyvin keskeinen kvanttimekaniikan ilmiö, 
jolla on modernissa fysiikassa useita sovelluksia. Tämän vuoksi varsinkin tulevana 
opettajana olisi hyvä pystyä selittämään ilmiö ja joitakin sen sovelluksia peruspiirteittäin. 
Tämän lisäksi opiskelijoille oli haastavaa määrittää Schrödingerin yhtälön ratkaisujen 
muoto epätavallisessa potentiaalienergiakaivossa. Tähän olisi helppo vaikuttaa 
selittämällä opiskelijoille se, miten potentiaalienergiafunktion muoto vaikuttaa 
Schrödingerin yhtälön ratkaisujen muotoon, ja mitkä suureet ovat merkittäviä. 
Aiemmissa tutkimuksissa on käynyt ilmi, että opiskelijat kykenevät ohjaavien 
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kysymyksien avulla selvittämään, miten potentiaalienergian muoto vaikuttaa ratkaisujen 
muotoon. Täten jo hyvin pienellä ohjeistuksella olisi mahdollista saada opiskelijat 
ymmärtämään paremmin potentiaalienergiakaivoon vangittua hiukkasta. 
Tämän tutkielman tuloksista kävi myös ilmi, että opiskelijat hallitsevat pääosin hyvin 
elektronille sallitut energiatilat sekä kvantittumisen. Lisäksi opiskelijat osasivat määrittää 
hiukkasen todennäköisimmän paikan Schrödingerin yhtälön ratkaisun muodon pohjalta. 
Tällöin olisi mahdollista jättää nämä osa-alueet hieman vähemmälle huomiolle. Vaarana 
tietenkin on näiden osa-alueiden hallinnan heikentyminen jonkun toisen osa-alueen 
kustannuksella. Elektronin sallitut energiatilat sekä kvantittuminen ovat hyvin keskeisiä 
osa-alueita, jolloin niiden osaaminen olisi hyvä pitää korkealla tasolla.  
7.3 Jatkotutkimusideoita 
Tämän tutkielman aineistoa varten kysely teetettiin kuudelletoista opettajaopiskelijalle. 
Mikäli tuloksista tahtoisi luotettavampia, olisi ensimmäinen askel siihen laajentaa 
tutkimuksen otantaa. Tämän lisäksi aineistoa voisi kerätä usealta eri vuosikurssilta, ja 
aineiston keräämistä voisi laajentaa myös muiden yliopistojen opiskelijoihin. Tällöin 
voitaisiin myös vertailla eri yliopistojen opiskelijoiden osaamisen välisiä eroja, ja tutkia 
johtuvatko erot esimerkiksi eroista opetuksessa tai eroista kurssien painotuksissa. 
Tällaisen tutkielman avulla olisi myös mahdollista tutkia opetuksen tehokkuutta ja 
painotuksia. Mikäli opiskelijat toistuvasti vastaavat väärin johonkin tärkeään 
kysymykseen, olisi yliopiston kurssien painotuksia mahdollista muuttaa kohti näitä 
tärkeitä periaatteita. Lisäksi olisi mahdollista tutkia erilaisten opetustapojen toimimista, 
jos saman kurssisisällön opettaisi kahdella tai useammalla eri tavalle eri ryhmille. 
Tutkimuksesta riippuen nämä ryhmät voisivat joko olla yhdeltä vuosikurssilta, 
peräkkäisiltä vuosikursseilta tai eri yliopistoista. Jokaisessa vaihtoehdossa on omat 
haasteensa. 
Tämän lisäksi kvanttimekaniikan osaamisen mittaria voisi kehittää eteenpäin. Tässä 
tutkielmassa käytössä ollut QMCS-testi on pätevä mittari, mutta siinä on vain kaksitoista 
tehtävää. Näillä tehtävillä tulisi kattaa koko kvanttimekaniikka, mikä on erittäin 
haastavaa. Nyt käytössä olevalla testillä merkittävien osa-alueiden, kuten 
tunneloitumisen, osaamisen testaaminen jää vain yhden lyhyen kysymyksen varaan. 
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Tällöin samaa asiaa ei voida testata useammasta näkökulmasta virhekäsityksien 
paikallistamiseksi tarkemmin. 
Lisäksi alkuperäisessä testissä opiskelijoita ei pyydetä perustelemaan vastauksiaan, 
jolloin tulkintojen ja johtopäätöksien vetäminen ei ole aivan niin vahvalla pohjalla kuin 
perustelujen kanssa. Tässäkin tutkielmassa löytyi oikein vastanneita opiskelijoita, joilla 
kuitenkin esiintyi virhekäsitys, jonka löysi vain perusteluja tarkastelemalla. 
Siispä testin laajentaminen sisältämään useampia kysymyksiä perusteluosioineen voisi 
olla hyvä jatkotutkimussuunta. Tietenkään QMCS-testiä ei ole pakko käyttää 
lähtöpisteenä, mutta sen pätevyydestä on jo olemassa dataa useilta vuosilta [2][12], 
jolloin se vaikuttaa hyvältä lähtökohdalta. Aiheesta on kuitenkin olemassa useita muita 
testejä [14], joita voi myös soveltaa tai mahdollisesti yhdistellä sopivan testin 
aikaansaamiseksi. 
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Liite A 
Suomennettu QMCS -testi 
1. Viereinen diagrammi esittää atomin energiatasoja. Yksi atomin 
elektroneista on energiatasolla Em. Kun elektroni siirtyy energiatasolta Em 
energiatasolle En, atomi emittoi valoa. Mitä suurempi on energiaero 
energiatasojen Em ja En välillä, … 
a) …sitä enemmän fotoneita emittoituu 
b) …sitä kirkkaampaa on emittoituva valo (suurempi intensiteetti) 
c) …sitä pidempi aallonpituus emittoituvalla valolla on (punaisempaa 
valoa) 
d) …sitä lyhyempi aallonpituus emittoituvalla valolla on (sinisempää 
valoa) 
e) Useampi kuin yksi ylläolevista vastauksista on oikein. 
 
2. Vetyatomin elektroni on perustilalla. Mittaat elektronin etäisyyden atomin 
ytimestä. Mikä on tämän mittauksen tulos? 
a) Tuloksesi on Bohrin säde. 
b) Todennäköisyys löytää elektroni mistä tahansa nollan ja äärettömyyden 
väliltä on sama. 
c) Todennäköisimmin mittaat etäisyyden arvoksi Bohrin säteen, mutta on 
olemassa myös muita mahdollisia mittaustuloksia. 
d) On sama todennäköisyys löytää elektroni mistä tahansa hieman Bohrin 
sädettä pienemmän ja Bohrin sädettä suuremman etäisyyden väliltä. 
 
Em 
En 
e 
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3. Atomissa olevalle elektronille on viereisen diagrammin mukaiset 
energiatasot. Elektroni on alimmalla energiatilalla. Mikä on matalin 
mahdollinen energia fotonille, jonka elektroni voi absorboida? 
a) Se voi absorboida fotonin, jolla on mielivaltaisen pieni energia. 
b) E1 
c) E2 
d) E2- E1 
e) E4- E3 
 
 
4. Oikein vai väärin: Jos elektroniin ei vaikuta ulkoisia voimia, se liikkuu 
sinimuotoista käyrää pitkin. 
a) Oikein 
b) Väärin 
 
 
5. Näet elektronin ja neutronin liikkuvan samaa vauhtia. Mitä voit sanoa niiden 
aallonpituuksista? 
a) 𝜆𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 > 𝜆𝑒𝑙𝑒𝑘𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 
b) 𝜆𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 < 𝜆𝑒𝑙𝑒𝑘𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 
c) 𝜆𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 = 𝜆𝑒𝑙𝑒𝑘𝑡𝑟𝑜𝑛𝑖 
 
  
 
E1 e 
E2 
E3 
E4 
E 
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6. Tarkastellaan elektronia, jolla on 
potentiaalienergia  
𝑈(𝑥) = {
0,                kun 0 < 𝑥 < 𝐿  
∞,     kun 𝑥 < 0 tai 𝑥 > 𝐿   
. 
Tähän potentiaalienergian funktioon 
(kuva oikealla) viitataan usein 
äärettömänä kvanttikaivona tai 
”laatikkona”.  Nyt elektroni on 
alimmalla mahdollisella energiatilalla, 
ja sen aaltofunktio on 𝜓(𝑥) = 𝜓1(𝑥), ja tätä vastaava energia on 𝐸1. Oletetaan, 
että mittaat elektronin paikan erittäin tarkasti tuhoamatta elektronia. Paikan 
mittaamisen jälkeen mittaat saman elektronin energian. Mikä seuraavista 
väittämistä kuvaa tämän energiamittauksen tulosta? 
a) Mitattu arvo on 𝐸1. 
b) Mitattu arvo voi olla 𝐸1. 
c) Mitattu arvo ei ole 𝐸1. 
 
7. Elektronin kokonaisenergia potentiaalienergiavallin läpi tunneloitumisen 
jälkeen on… 
a) …suurempi kuin sen energia ennen tunneloitumista. 
b) …yhtä suuri kuin sen energia ennen tunneloitumista. 
c) …pienempi kuin sen energia ennen tunneloitumista. 
 
 
𝑈(𝑥) 
0 𝐿 
𝑥 
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Kysymyksissä 8 ja 9 tarkastellaan hiukkasta, jolla 
on kuvan mukainen potentiaalienergia. Hiukkasen 
kokonaisenergia on E. Potentiaalienergian arvo 
pysyy samana, kun 𝑥 → +∞ tai 𝑥 → −∞. 
 
8. Oletetaan, että 𝐸 < 𝑈0. Onko hiukkasen 
kokonaisenergialle 𝐸 olemassa mitään sallittuja 
arvoja? Jos on, niin ovatko kaikki arvot sallittuja, 
vai ainoastaan tietyt arvot? 
a) Energialle ei ole mitään sallittuja arvoja tässä tilanteessa. 
b) Ainoastaan tietyt energian arvot ovat sallittuja tässä tilanteessa. 
c) Kaikki energian arvot ovat sallittuja tässä tilanteessa. 
 
9. Oletetaan, että 𝐸 > 𝑈0. Onko hiukkasen kokonaisenergialle olemassa mitään 
sallittuja arvoja? Jos on, niin ovatko kaikki arvot sallittuja, vai ainoastaan tietyt 
arvot? 
a) Tässä tilanteessa energialle ei ole sallittuja arvoja. 
b) Ainoastaan tietyt energian arvot ovat sallittuja tässä tilanteessa. 
c) Kaikki energian arvot ovat sallittuja tässä tilanteessa. 
 
 
 
 
𝑈(𝑥) 
𝑈0 
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10. Oikeanpuoleinen kuva esittää 
potentiaalienergian funktiota 𝑈(𝑥). 
Potentiaalienergia on ääretön, kun 𝑥 on 
pienempää kuin 0 tai suurempaa kuin 𝐿. 0:n 
ja 𝐿:n välillä funktio on kalteva siten, että 
potentiaalikuoppa on syvempi oikealla kuin 
vasemmalla. Mikä seuraavista |𝛹(𝑥)|2:n 
kuvaajista vastaa todennäköisimmin tämän 
potentiaalikuopan stationääristä tilaa? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
e) Useampi kuin yksi näistä on mahdollinen stationäärinen tila. 
 
𝑈(𝑥) 
𝑥 
𝐿 0 
x 
L 0 
x 
L 0 
x 
L 0 
x 
L 0 
|Ψ(x)|2 |Ψ(x)|2 
|Ψ(x)|2 |Ψ(x)|2 
a) b) 
c) d) 
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11. Oikeanpuoleinen kuva esittää hiukkasen 
yksiulotteisen aaltofunktion 
paikkaosaa Ψ(𝑥) paikan 𝑥 funktiona. Ψ(x) 
on reaalifunktio. Hiukkasen paikka 
mitataan alueissa I, II ja III. Laita 
todennäköisyydet löytää hiukkanen 
alueista I, II ja III suuruusjärjestykseen 
suurimmasta pienimpään. 
a) 𝑃(𝐼𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼) 
b) 𝑃(𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼𝐼) 
c) 𝑃(𝐼𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼) 
d) 𝑃(𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼𝐼) 
e) 𝑃(𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼𝐼𝐼) > 𝑃(𝐼) 
 
 
 
12. Ammut fotoneja kaksoisraon läpi. Fotonisäde 
on niin heikko, että fotonit saapuvat 
varjostimelle yksi kerrallaan, mutta tarpeeksi 
pitkän ajan kuluessa ne muodostavat 
interferenssikuvion oikeanpuoleisen kuvan 
mukaisesti. Mitä voit sanoa siitä, minkä raon 
läpi yksittäinen fotoni kulki? 
a) Jokainen fotoni meni joko 
vasemmanpuoleisen tai oikeanpuoleisen raon läpi. Tarpeeksi hyvällä 
detektorilla voitaisiin määrittää interferenssikuviota muuttamatta se, 
kumman raon läpi fotoni kulki. 
b) Jokainen fotoni kulki joko vasemmanpuoleisen tai oikeanpuoleisen raon 
läpi, mutta on fundamentaalisesti mahdotonta määrittää, että kumman läpi. 
c) Jokainen fotoni meni molempien rakojen läpi. Tarpeeksi hyvällä detektorilla 
voitaisiin mitata fotoni yhtä aikaa molemmissa paikoissa. 
d) Jokainen fotoni meni molempien rakojen läpi. Tarpeeksi hyvällä detektorilla 
voitaisiin mitata fotonin kulkevan jommankumman raon läpi, mutta tämä 
tuhoaisi interferenssikuvion. 
e) On mahdotonta määrittää, että menikö fotoni yhden raon vai molempien 
rakojen läpi. 
 
 𝛹(𝑥) 
 𝑥  𝑥 = 0 
 𝑑𝑥  𝑑𝑥  𝑑𝑥 
𝐈 𝐈𝐈 𝐈𝐈𝐈 
